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Resumen

Este trabajo estudia el rango numérico esencial de un operador en relacion con su propiedad de casi
regularidad.

Palabras clave: Rango numérico esencial, espacio reflexivo, operador casi regular.

An application of the essential numerical range to
operator theory

Abstract

This paper studies the essential numerical range of an operator in connection with its property of
almost regularity.

Keywords: Essential numerical range, Reflexive Space, Almost regular operator.
Introduccion

Sea X un espacio de Banach complejo y B(X) sus operadores acotados. Un subespacio M
de sera cerrado en la topologia de la norma. Si7T (M) c M se dird que M es invariante para y que

M elai(T).

Un operador K € B(X) se dird compacto, si dada una sucesion {xn} en X acotada, existe una
subsucesi()n{xnk }y un vector y € X, tal que x, — y en la topologia de la norma. Se denotara por

K(X)la familia de los operadores acotados.

Dado T € B(X), por el rango numérico de un operador T, se entendera el conjunto de los nd-
meros complejos We(T|M) = {f(T):f e X con f(I) :”f” =1, f(K)=0,VK € K(X) } . Aqui

X" denota el espacio de las funcionales acotadas sobre el espacio de Banach X .

Una sucesion {xn} en X converge débilmente a un vector x € X, si f(x,) = f(x) para
toda fe X " Diremos que x, — x débilmente. Es conocido que siK € K(X) y x, — x débilmente,

entonces K(x,) = K(x) en la topologia de la norma.
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Nuestro principal objeto de estudio son los operadores reflexivos. Dado un espacio de

Banach complejo X, se define para cadaxe X el funcionalJ e (X ") = X" definido por
J(N)=f(),vfeX.
JX

isometria. Si J:X — X es sobreyectiva, se dice que el espacio de Banach X es reflexivo. Es co-

Se tiene que | = ”x” y por lo tanto la aplicacion J: X — X~ dada por J(x) = J, esuna

nocido que si X es espacio de Banach reflexivoy M es un subespacio de X , entonces M y M~

son reflexivos.

Un operador 7' € B(X) se dira que es casi regular, si para cada M € lat(T), el espacio de Ba-

nach

5 es de dimension infinita. Aqui 7(M) indica la clausura topoldgica en la norma.
TWM

Los conceptos basicos del analisis funcional, el lector los puede seguir en las referencias [1], [2]

y [3]. Los de rango numérico esencial en las referencias [4] y [1].

Sucesiones Basicas

Sea X un espacio de Banach 'y {xn} en X unasucesion infinita. Se dice que {xn} es una base
de Schauder para X ,sitodo x en X se puede escribir de manera tnica de la forma x = Z:: a,x, .
Si ademas ||xn ” =1,Vn =1, se dice que {xn} es una base de Schauder normalizada.

Una sucesion {xn} en X se dice basica, si para el subespacio cerrado generadoM = [xn n2 1] ,
{xn} es una base de Schauder para M .

Si es una base de Schauder para X y x = Z:: a,x, , la aplicacion x (x)=a, es una fun-

. . . y . 40 n
cional lineal continua. Ademas las proyecciones P, (Z:k=1 a,x,)= Zk=1 a,x, son operadores con-

tinuos y uniformemente acotados. Es decir existe una constante , tal que sup|Pn - C. A se
le llama la constante asociada a la base de Schauder {xn} , y tiene la importante propiedad de qué
1< ||xn ||||xn ” <2C . Por lo tanto si {xn} es ademas normalizada, entonces 1< ”x: ” <2C,delo que se

deduce que J_! | esuna sucesion acotada.

5

X,

n

. . * ., , .
Si {xn} es una base de Schauder para X , es conocido que {xn} es una sucesion basica para

X", ysi X" es de Banach reflexivo, realmente {x:} es una base de Schauder para X

En un espacio reflexivo  , toda sucesion basica normalizada cumple que x, — 0 débilmente.
Esta propiedad es fundamental para nosotros. Bosquejamos su prueba debido a su importancia.

Considere M = [xn n> l] el que es reflexivo y por lo tanto M~ = I:x: n2 l].
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Sea f € X', luego el funcional restringido f|M eM’. Si f|M =0,esclaroque f(x,)—>0

. Si f|M¢0, f|M=ZZanx: y por lo tanto ”anx:”:

*
o |2
*

X

n

*
a,l||lx,||— 0 y como es una

*

X

n

—0-

sucesion acotada, se deduce que |an| =

Finalmente f |M (x,)=a, — 0, lo que prueba lo afirmado.
El siguiente lema es fundamental para nuestros resultados:

Lema2.1:Si X esunespaciodeBanachy 7' e B(X), x, € X,

y fie X, f.(x)=]1,

Demostracion

x,[|=1con x, = 0 débilmente

=1, f,(T(x,)) > 0 en norma, entonces 0 W (T).

Si definimos g,(4) = f,(A(x,)),V4 € B(X),tenemos que g, (/)= | =1 y existe una sub-

&,
sucesion 8, 8 débilmente *, es decir &£ e (A) — g (A) en norma de los operadores, para todo

A e B(X). Se prueba que g(/) = ||g|| =1 .Porlo tanto g, (I') > g(T)=0. Sea ahora K € K(X)
£ (KGo)| <K s se deduce que £, (K(x,)) =0
ennorma. Usando el hecho de que g, (K) = f, (K(x,)) > g(K)=0, se deduce lo pedido.

, sabemos que K(x,) = 0 ennormay como

Una lectura profunda de las sucesiones basicas se puede seguir en la referencia [5].

Para temas relativos a subespacios invariantes se puede consultar la referencia [6]
3. Aplicacion del Rango Numérico Esencial a la Teoria de Operadores

Teorema 3.1: Sean X un espacio de Banach reflexivoy T € B(X); entonces A€W, (T),si
ysolosi, AeW (T").

Demostracion

(=) Supongamos que A € W,(T), existe f € B(X) talque 1= f(T), con f([):”f”:l
y f(K)=0 para todo .

Se quiere probar que existe tal que, con y paratodo K € K (X *) .

Sea A e B(X*) y consideremos el operador 4’ : X~ — X, A’(JX) =J

y

Se define zzl(x) =y . Esde rutina ver que A esté bien definida y que Ae B(X).
Es natural definir f(A) = f(gl) Veamos qué ]7 € B(X* )*.

Si 4,Be B(X"). entonces(A+B) (J,)=(4 +B)(J,)=4'(J,)+B'(J,)=J, +J, =]

X Nth

Se deduce que (A/\+§):;1+§,lueg0 f(AJrB):f( ~)+f(l§)
De manera analoga f(aA):f((%:f(aza)zaf(;l).
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de lo que se dedu-

Por otro lado ”f ” Hf H<||f||||A||

ce que feB(X ) De lo anterior deducimos que ”f <||f||—l y como I=1, se tiene que
f(]):f(i):f(l)—l y por lo tanto ”f”—l
Sea K € K(X*), se quiere demostrar que Ke K(X)

Dada una sucesion acotada {xn} en X ,como K'e K(X** ) , luego K'(Jx ) =J, . Existe por
lo tanto Jy - Jy . Por definicion K (xnk ) =Y, ™V, lo que prueba la compacidad de K . Se tiene
g

que f(K)=f(K)=0.
Se finaliza el directo
(<) SiAeW,(T") existe f € B(X") talque f (1) =] f]=1con f(K)=0, VK eK(X")
Se define f(4)=f(A'),¥ e B(X).De manera directa se prueba que f(T)=AeW,(T)
El siguiente es nuestro principal resultado: |

Teorema 3.2: Si X es un espacio de Banach reflexivo, T € B (X ) es un no casi regular opera-
dor, entonces existe M € lat(T) ,tal que 0 e W, ((T | M)') )

Demostracion

M
Como T’ no es casi regular operador, existe un M € Zat(T) tal que = T(M)L cM

es subespacio de dimension infinita.

Sea { fn} una sucesion basica normalizada en T’ (M )L. Sabemos por el teorema de Hahn-Ba-

* . . kk
7,|=1.Porser M reflexivo, se tiene que M es

nach, que existen y, € M ", tales que Y ( fn) =

reflexivo, luego Y, = J x, conx, M.

Por otro lado y, ((T|M))(fn )) =y, (fn 0(T|M)) =1 (T(xn)) =0, para todo n>1. Como
M es reflexivo, tenemos que f, — 0 débilmente.

Se deduce por el lema 2.1 que 0 e W, ((T | M)') .

Corolario 3.3: Si X esun espacio de Banach reflexivoy 7' € B (X) , T =1+ K(ﬂ, # 0) con

KekK (X ) ;entonces 1 es un operador casi regular.
Demostracion

De lo contrario, T es un no casi regular operador, y por lo tanto existe un M € lat(T ) , tal que
OeWw, ((T | M) ') (por el teorema anterior).

Notemos que (T]M)':T']M*:/1(]|M*)+K'|M* con K'|M" compacto.
Sea f e B(IM™) talquef

lconf ) OparacadaFeK(M*),f((T\M)'):O
Como f((T|M)):f( (]|M ))+f(K |M):/If(I|M*):/1:O,loqueesunacontra-

diccion de la hipotesis.
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Nota 3.4 Pregunta: ;Si X es un espacio de Banach reflexivo, T € B(X ) tal que 0 g W, (T ) ;

entonces 1 es un operador casi regular?
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