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Resumen

El método de factores latentes fortalecidos busca crear una serie de caracteristicas ortogonales que
abarcan todo el espacio de interés con el proposito de reducir la dimensionalidad del espacio de caracteristicas
haciéndolas ortogonales, esto puede aumentar drasticamente la velocidad de convergencia del algoritmo. De
esta forma deben construirse menos funciones para obtener la misma disminucion en la funcién de costo.
Este conjunto de caracteristicas, relativamente pequefias en comparacion con los datos originales, se pueden
utilizar para diversos propositos, tales como, modelos predictivos, visualizacion y deteccion de variables. El
objetivo de este trabajo es describir y analizar la estructura matematica del algoritmo de los factores latentes
fortalecidos, enfocado en la obtencion de un espacio ortogonal de entrenamiento y en la minimizacién de la
funcién de costo diferenciable, para esto se parte de la revision bibliografica de trabajos de investigacion
Biihlmann, Hothorn [1]; Duffy, Helmbold [2]; Kramer, [3]; Momma And Bennett [4].

Palabras clave: Factores latentes fortalecidos, caracteristicas ortogonales, estructura matematica,
Boosting.

Mathematical structure of the model latent factors
strengthened

Abstract

The latent strength method seeks to create a series of orthogonal features that span the entire space of
interest with the purpose of reducing the dimensionality of the feature space making them orthogonal, this
can drastically increase the convergence speed of the algorithm. In this way, fewer functions must be built to
obtain the same decrease in the cost function. This set of features, relatively small compared to the original
data, can be used for various purposes, such as predictive models, visualization and variable detection. The
objective of this work is to describe and analyze the mathematical structure of the algorithm of strengthened
latent factors, focused on obtaining an orthogonal training space and minimizing the function of differentiable
cost, for this is part of the bibliographic review of Research work Bithimann, Hothorn [1]; Duffy, Helmbold
[2]; Kramer, [3]; Momma And Bennett [4].

Keywords: Boosting latent factors, orthogonal features, mathematical structure, boosting.

Introduccion

Un problema comtn en el campo de la ingenieria es estimar relaciones lineales y no lineales
entre conjuntos multivariables. Estos conjuntos se agrupan en variables dependientes o respuesta Y de
tamafio nxq , y en variables independientes X de tamafio #xp que pueden ser muy numerosas (en algu-
nos casos miles), en comparacion con el numero de observaciones que son pequefias, lo que involucra
trabajar con matrices mal condicionadas. Este problema de modelos de regresion multivariables se
puede definir como:

Y =a+ Xf+e, a(nxq)intercepto, f (pxq) regresores y € (nxq) error
Y=a+X p+
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Existen diferentes métodos para abordar y solucionar estos tipos de problemas, tales como: mi-
nimos cuadrados parciales (PLS), maquina de vectores de soporte (SVM), regresion de componentes
principales (PCR), resolucion multivariante de curvas (MCR), factores latentes fortalecidos (FLF),

entre otros.

En esta investigacion se estudia el método de factores latentes fortalecidos que es usado para
problemas de modelos de calibracion y clasificacion, Freund, Schapir [5], este método se fundamenta
en la construccion de un algoritmo fortalecido que forma un conjunto de caracteristicas llamadas hipo-
tesis o caracteristicas para encontrar un espacio de respuesta. En el caso de calibracion o regresion se

parte de: Y ~ Tcy en el caso de clasificacion Y Tc > 0.

Los Factores latentes fortalecidos crean un algoritmo que forma un conjunto de variables ortogo-
nales que explican la respuesta. Escogiendo un AnyBoost' para producir hipdtesis ortogonales, se puede
forzar el AnyBoost para producir variables que factorice y explique el espacio de entrada. Este método
usa funciones diferenciables para construir un espacio que contenga solo las variables necesarias para
predecir el modelo de estudio. La meta es crear un conjunto de caracteristicas ortogonales que expli-

quen la respuesta de acuerdo a alguna funcién de costo.

En la actualidad existe diferente bibliografia que presenta al método FLF como herramienta apli-
cada en la solucion de problemas en la industria Biihlmann, Hothorn [1], Duffy, Helmbold [2], Kramer,
[3], pero poca informacion como desarrollo de algoritmo. Es por ello que en este trabajo se explican
las diferentes etapas del algoritmo del método FLF, describiendo y analizando la estructura matematica
de las mismas, lo cual permitira, en posteriores investigaciones, adaptar la formulacion del algoritmo

para la solucion de otras aplicaciones.
Fundamento de los factores latentes fortalecidos

La estructura de aprendizaje general trata de estimar una relacion funcional, basada sobre un

conjunto finito de observaciones:
F:X->Y 6]

Donde X es un subconjunto de R” ¢ Y puede pertenecer a los reales si el estudio es de regresion

0 {il} si el problema es de clasificacion.
Dada una muestra z = {(x[ , yi)| i= 1,...,n} se estima a (1) usando una funcion f € F .

El problema critico es escoger la clase de la funcion F' con la cual se estimara a f, si F es
muy complejo, habra sobreajuste, la funcién se adapta perfectamente a los datos de entrenamiento
dando un error de aproximacion bajo, pero el error de estimacion sera alto. Una forma de evitar esto es
restringir a si mismo a las llamadas funciones “simples” o “débiles” de baja complejidad (por ejemplo

polinomios de bajo grado o suavizado splines con una alta cantidad de suavidad). Sin embargo, se debe

1 AnyBoost: algoritmo fortalecido, se explica en detalle posteriormente en esta investigacion.
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tener presente que si F' es demasiado simple, podria haber bajo ajuste, por lo tanto, hay que encontrar

un equilibrio entre aproximacion y estimacion.

Los factores latentes fortalecidos se sustentan en Boosting, el cual consiste en la combinacion
de hipotesis débiles ( fm) ,a través de una simple funcion de clase F', de tal manera que, se formen una

hipotesis fortalecida:

g.0= YV a, f.(x) @

Donde ./ 7 son llamadas la base de las hipdtesis, M es el nimero de iteraciones en Boosting,

(d'm son los pesos y & mf m se eligen de forma adaptativa con los datos.

En general el método de Boosting, empieza con una simple funcion f € F' y combina estas fun-
ciones en respuesta a los datos. De esta forma es posible que el estimador que proviene de la combi-
nacion resulte mas complejo que las funciones individuales extraidas de /', para superar este inconve-
niente se debe elegir cuidadosamente las funciones de ﬁ" y los coeficientes X m , de manera que, el

aumento de la complejidad sea menor en comparacion con la mejora en la precision.

El método FLF es un algoritmo fortalecido que combina propiedades de las componentes ortogo-
nales con la flexibilidad del conjunto general Boosting. La meta es crear un conjunto de caracteristicas
ortogonales que expliquen la respuesta de acuerdo a alguna funcion de costo. Este método, modifica al

Boosting reforzando las hipotesis débiles con las componentes ortogonales.

El algoritmo Boosting es equivalente al método de descenso del gradiente proyectado en un es-
pacio de hipotesis, Mason and Baxter [6]. De esta manera, los FLF, pueden ser vistos como un Boosting
ortogonal, que construye en cada iteracion la caracteristica que es ortogonal a las funciones anteriores

maximizando el producto interno.

La estructura de los factores latentes fortalecidos se desarrolla a partir de un Boosting particular

llamado AnyBoost como se describira a continuaciéon, Momma and Bennett [4].
AnyBoost:

Es un algoritmo fortalecido que construye un conjunto de caracteristicas llamadas hipdtesis para

encontrar un espacio de respuesta, segun sea el caso:
Problema de regresion: ¥ = Tc 3)
Problema de clasificacion: Y Te > 0 4

Donde Y es la matriz respuesta, 7 € I son las hipotesis y ¢ es el vector formado por los coeficien-

tes de la combinacion.

El AnyBoost construye una combinacion lineal de hipotesis para adecuar la respuesta por el de-

sarrollo de la funcién del gradiente de descenso o espacio de hipotesis.
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I" es un conjunto de funciones de valores reales que son las hipoétesis, el espacio deI” forma un

espacio de funciones lineales y el producto interno en este espacio de funciones esta definido por:
T _ m
T'f= 2.5t(x)f(x) (5)
Donde es un vector de tamafio, M, ti = t(Xi)
Se establece una combinacidn lineal de la hipotesis:
N

Dt =Tc (6)

Los vectores ¢ contienen los coeficientes de la combinacion.

El objetivo es encontrar los elementos, f que pertenece al espacio deI”, que aproximadamente

minimice alguna funcion de costo/(y, f) .

AnyBoost lleva a cabo esto aplicando el gradiente de descenso en el espacio de hipotesis. Que

representa el gradiente de la funcion de costo en el espacio funcion.

Vi(y, )=V I(»,T,) (7
Idealmente el espacio de I es el mismo de Y, pero en general no es el caso, por ello el funcional

lineal es minimizado con respecto a la funcion de costo para adecuar la respuesta.
Dado la funcién actual
[=Tec ®)

Se crea una direccion de descenso en el espacio de hipotesis 4 con una funcién con producto

interno positivo, con el gradiente negativo que debe ser una direccion de descenso: (—Vl (7, Tc)T fm)

En AnyBoost, un algoritmo de entrenamiento débil es usado para construir una hipdtesis que
aproximadamente maximice el producto interno de la hipotesis con el gradiente negativo en cada itera-

cion. La hipotesis es agregada con un apropiado tamafio de paso a la funcion actual: Tc + ct

El algoritmo termina si el entrenamiento débil falla al producir una hipotesis débil que es una

direccion de descenso que indica convergencia, o si este alcanza el maximo nimero de iteraciones.
Algoritmo (Anyboost):

Dada una clase de hipotesis débiles T, y la funcién [ (y, t ) con gradiente VI(y,?) , el entrena-

. . T .
miento para encontrarf € I’ maximizando u# f consiste en:

1. Dado que f = contante (hipotesis nula)

2. Computar ul =—-VI(y, f)
3. Iniciar el ciclo para i =1 hasta N
4.dado t, earg max,_u't,

ter™i i

5. Si—uiTti < 0 entonces, regresar a A
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6. Escoger ¢, para reducir l(y,f +cl.tl.)
i
7 Dado f = thcj
j=1

8. Computar u ; +1=Vl(y,f)
9. Finalizar el ciclo

10. retornar a J
Se puede cambiar en el paso 4 la funcion de costo y/o en el paso 6 el algoritmo a optimizar con
el tamafo del paso.

AnyBoost con hipdtesis débil ortogonal:

Es una variante del AnyBoost cuya meta es crear un conjunto de variables ortogonales que expli-

quen la respuesta, en este caso recibe el nombre de orthoAnyBoost, por ejemplo en el caso de regresion:
Y~Tc=XVe ©)
T'T=1 (10)

Donde V' es una matriz proyeccion conv,,i =1,...., N como sus vectores columnas, de tal forma

que minimice la funcion de costo.
Algoritmo (orthoAnyBoost):
Se basa en el algoritmo de AnyBoost cambiando los siguientes pasos:

4.dado t, earg max,_u't,

ter™1 "l
sujeto a:t't, =0,  j=1,.,i-1

6. optimizar ¢ para reducir / ( y,zi t.c )

Jj=1"7"J
Este simple cambio tiene varias ramificaciones:

- Se puede usar ahora una hipotesis mas poderosa mientras que la hipdtesis del sub-problema esta

regularizada.

- En segundo lugar la busqueda ya no es mediante el algoritmo del gradiente de descenso. Se
ha transformado el algoritmo de sub-espacio interno, similar, al algoritmo de gradiente conjugado no

lineal. En cada iteracion el algoritmo computa la solucién dptima sobre el sub-espacio actual.

El método de sub-espacio tal como el gradiente conjugado puede ser mucho mas rapido que el

método de los gradientes, particularmente para problemas mal planteados.

En este caso los coeficientes de regresion deben ser nuevamente fijados en cada iteracion, lo

cual no se hace en el boosting.

La estructura del orthoAnyBoost puede ser aplicada para hipotesis lineales de la forma:
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T
b =XV (1n)
En el espacio de entrada.

Para aplicar orthoAnyBoost a la hipétesis lineal se requiere que la hipotesis débil del paso 4 y la
hipotesis fuerte calculada en el paso 6 sean modificadas adecuadamente. La gran ventaja de la hipotesis
lineal es que la funcion lineal ortogonal 6ptima encontrada en el paso 4 puede ser eficientemente com-
putada remodelando el problema dentro del espacio nulo de las restricciones usando procedimientos de

deflacion.

Al aplicar ortogonalidad en el espacio lineal se requiere que la nueva hipotesis sea ortogonal a
toda restriccion previa de las restricciones de igualdad lineal en el espacio de hipotesis. La hipotesis

lineal, # = Xv, en el paso 4 en orthoAnyBoost se reduce a:
max, u Xv (12)

Sujetoall‘th =0,j=1..i-1

Esta combinacién de orthoAnyBoost con hipotesis lineales es lo que genera al método de factores
latentes fortalecidos.

Algoritmo de los factores latentes fortalecidos

Antes de establecer el algoritmo para los factores latentes fortalecidos se debe tomar en cuenta

lo siguiente:

- Se requiere que la nueva hipdtesis sea ortogonal a toda restriccion previa de las restricciones de

igualdad lineal en el espacio de hipotesis.
La hipétesis lineal, # = Xv, en el paso 4 en orthoAnyBoost se reduce a:

T
max,u; Xv

sujetoa:l‘th =0,j=1,..,i-1

La igualdad lineal se elimina mapeando el problema dentro del espacio nulo de las restricciones

lineales.
De manera que:
DefinaT, = [l‘l Y 4 ] y defina a Z; como la matriz de espacio nulo para la matriz YZTX .
Entonces para algin w :
v, =Z, w,, lo que implica: T, Xv, =0.
En la iteracioni =1, Z; es definida como la matriz identidad [ y X =X,

El problema puede ser re-parametrizado como:



Eddy Jackeline Rodriguez 31
Revista Tecnocientifica URU, No. 14 Enero - Junio 2018 (25 - 36)

T
max, u, XZ,_w

sujetoa:wt w=1
Comenzar el algoritmo con la hipotesis débil igual a una hipotesis constante, f @& e, un vector

de unos.
- El tamaiio del paso sobre la columna constante es obtenido resolviendo:
min I(y,ce)
La primera hipdtesis es entonces f = ce.
Se considera el primer ¢ = u,

La data de la matriz es deflactada por el escalar: ¢, =

e
X, =Xt X =X —ep’ le]

Esta deflacion centra cada valor.

Algoritmo FLF:

Introduzca la matriz X , la respuesta y , nimero de variables latentes N
1. Calculec = p, = arg minﬂy I(y, 41,

1
Dado M« = ZX ‘e deflactar a X para obtener X, = X — ety

calcular:u, = =VI(y, u e)

2. Iniciar ciclo, parai =1 hasta N

3. Calcular la solucion optimal dew, = X, I.Tui

4. Calcular la hipétesis lineal t, = X w,, ti normalizada

T es la matriz que almacena alos t . T = [T l‘]

5. Deflactara X : p, = Xl.Tll. X, =X, —tl.pl.T

6. Calcular ¢ = argmin,, [(y,Tc)

7 Calcular el gradiente negativo: u,,, = —VI ( v, T C)
8. Finalizar el ciclo

9. Hipétesis final T(x) = (x— ,ux)T VV(PTVV)_1

P y W son matrices que contienen los vectores p y w obtenidos en las iteraciones

-1
10. Calcular los coeficientes en el espacio original: & = W(P TW) c

11. Funcio’nﬁnalf(x):(x—ﬂx )Tg
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Estructura matematico del algoritmo FLF

El método de factores latentes fortalecidos tiene por objetivo encontrar un modelo que describa
el comportamiento de los datos, entrena un conjunto de hipdtesis o funciones ortogonales usando la
minimizacién de una funcion de costo. La ejecucion de este algoritmo involucra procesos matematicos

que se detallan a continuacion:

- En primer lugar se elige una funcion de costo/(y, 1) que debe ser diferenciable, asegurando

que existe el gradiente de esa funcion VI(y, f). Es de notar que en factores latentes fortalecidos:
S =Tc, conel primer ¢ = 4y el primert =e.

- El trabajo de entrenamiento de los datos se realiza en un espacio de funcion lineal. Los datos se
proyectan en este espacio siguiendo la direccion del vector gradiente, que minimiza la funcion de costo,

el problema consiste entonces en:
A partir de:
u,==VI(y, /)y w,=X/u,
Encontrar la hipotesis lineal: ¢, = X, w,.

Lo que es posible al encontrar la solucién del problema optimal:

T
max  u; XZ, \w

sujetoa :wt w=1
Usando el método de multiplicadores de Lagrange® , Thomas and Finney [7], para resolver este

problema, queda:
Como funciones a evaluar: F(w)=u/ XZ_,w g(w)=(w w-1)=0
El sistema de ecuaciones:
VF=AVg g=0
u/ XZ, , = n'

ww-1=0

T T
. . . . z. X u,
Despejando w de la primera ecuacion del sistema: w = —=——~
A Z X'"u
Al En general, en la iteracion el problema se acerca a la solucién en: w, = ”’TI—T’
Z_ X' u ”
i-1 i

Luego se sustituye Wi para computar i .

2 Método de los multiplicadores de Lagrange: suponga que las funciones F'(x,,...,x,)y g(xl,...,xn)
son diferenciables. Para encontrar los valores maximos y minimos locales de /" sujetos a la restriccion g = 0
encuentre los valores de , que simultaneamente satisface las ecuaciones:

VF = Vg g(x,,...,x,) =0 con A como el multiplicador de Lagrange.
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Una equivalente forma para resolver el anterior problema consiste en usar la restriccion de orto-

gonalidad del método orthoAnyBoost y 1a matriz de espacio nulo, Z, de ﬂTX :
Definase a: Xi = XZi -1
Al evaluar la restriccion de ortogonalidad:
T'Xv, =0
Con T, = [l‘] "'ti—l] y considerandose para algin , se puede escribir: v, = Z,_,w,
sustituir w en la segunda ecuacion del sistema: A* = ”ZiT_ X7 ui”2
Lo que implica que: 7" Xv, = 0
Es equivalente a: T, XZ,_w, =0
Luego al sustituir a X, = XZ,_ queda: T X,w, =0
Entonces la hipotesis lineal es: ¢, = X,w,
Debido a que por ortogonalidad: ZTII. =0
Una ventaja de usar esta forma para el problema es que la solucién 6ptima: W, = @ X, irui
Se obtiene de sustituir a ZiT_lX r=x l.T en:
z' X"u,
w o=
o]
- Los vectores f son ortogonales entre si: para demostrar esto se trabaja con la matriz residual de
X , al someter a X a un proceso de deflacion en cada iteracion:

Conpl.:X.Tt. X,

i i+1

:Xi_tipiT

El factor de ortogonalizacion es aplicado, de forma que: ZTX .1 = 0 puede ser demostrado por

induccion:
. . . ., Xw,
Considere en particular, la segunda iteracion, donde?, = ||X ”
W
Xw W,
X =(I -ttt X=X-" "y =x(J-——4+"x
SR VO R VO
Defina: Z1 = (]—ﬂtlTX)
[0

Entonces:#, X, = t{ XZ, =0

Tal que la solucion optimal del problema para la segunda iteracion satisface la restriccion de

ortogonalidad.



34 Estructura matematica del modelo factores latentes fortalecidos.
Revista Tecnocientifica URU, No. 14 Enero - Junio 2018 (25 - 36)

En general para la i-ésima iteracion asuma:

X, =XZ |

6XZ =0 j=1,..,i—1

En la iteracidoni +1

Xw W,
X =U-t2)X, ———t/ X, = XZ,_ (1——1tTX,.J
| [ ]” U o]
Por la suposicion,
"XZ =0 XZ | [-— X, |=0, j=1,.,i-1
S (e U L

Demostrandose la ortogonalidad.
- Encontrar los valores de , a través de la minimizacion de la funcién: ¢ = argmin, .l (y,Tc)

Para la solucion de este problema se parte de la definicion de punto minimo relativo y las condi-

ciones necesarias de primer orden y segundo orden, Luenberger [8]:

%
Definicion de punto minimo relativo: un puntoC € R" es un punto minimo relativo o punto
% *
minimo local de/(y,c) € R", si existe ung > 0 tal quel(y,c)Z l(y,c )para todac € R" a una

*® *
distancia de C menor que & | es decir, C € R" y | c—c¢ | <é&.
*

. ey, . . 1 .y . ’
Condicion necesaria de primer orden: sea, /(y,c) € ¢ una funciéon en. R" Si C es un punto mi-
%
nimo relativo de/(y,c) en, R" entonces para cualquierd € R" que sea una direccion factible’ enC

resulta VI(y,¢’ ) d > 0.

*
« .oy . 2 .y .
Condicion necesaria de segundo orden: seal/(y,c) € C~, una funciéon en. R" SiC es un punto
*
minimo relativo de/(y,c) en R", entonces para cualquierd € R" que sea una direccion factible en C
resulta:

Vi(y,c)d=>0

Si Vl(y,c*)d = 0, entoncesd’ VI(y,c )d >0
%
Donde V?*/ ( v,c ) representa la segunda derivada evaluada en C

El calculo de £, que corresponde al primer valor ¢ se obtiene de considerar:

_ oy, p)
ou

y

Vi(y, 1) =0

3 Direccion factible: dadounc € R" | se puede decir que un vector d es una direccion factible en ¢
si existe si existe alging” >0 tal que(c + ad)e R" paratodoa,con) < o < .
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Debido a que el punto minimo relativo de una funcidon debe cumplir con que la primera derivada

evaluada en ese punto debe ser cero.

Para el calculo de los siguientes valores de C, se procede con alguna técnica de minimizacion
de programacion lineal (la mas comin el método de Newton) junto con el punto de partida ¢ = x4, La
técnica de minimizacion consistira en encontrar en cada iteracion el nuevo valor de ¢ que minimiza a

[(y,¢) cumpliendo las condiciones de primer y segundo orden:
€y =C—ad,

Donde @ es un escalar no negativo y d; es una direccion de descenso.

-1
En particular para el método de Newton: at.d, = (Vzl(y, c )) Vi(y,c,))

Conclusiones

- El método de factores latentes fortalecidos puede ser usado en problemas de regresion y proble-
mas de clasificacion aplicando una funcion de costo adecuada.

- El uso de una funcidon de costo con las propiedades de diferenciabilidad y convexidad asegura
que el método Boosting y sus variantes como el AnyBoost y los factores latentes fortalecidos converjan
a la solucion optima.

- El desarrollo matematico del algoritmo FLF muestra que su convergencia es alcanzada en pocos
pasos debido a que se fundamenta en funciones diferenciables y métodos de optimizacion que tienen
convergencia comprobada.

- Debido a que el método estudiado en esta investigacion se fundamentan en estructuras algebrai-
cas y técnicas de optimizacion se hace sencillo su implementacion numérica.
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