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Resumen

 Usando el método de la función generadora, obtenemos el teorema de adición, el teorema de multiplica-
ción y el teorema de Graff para la función de Bessel generalizada (nJ x,y,z;τ δ, ).

Palabras clave: Teorema de adición, teorema de multiplicación, teorema de Graff, función de Bessel ge-
neralizada, polinomios de Hermite.

Theorems for the generalized Bessel function of three 
variables, two parameters and one index

Abstract
 Using the generating function method, we obtain the adition theorem, the multiplication theorem and 

Graff theorem for the generalized Bessel function (nJ x,y,z;τ δ, ).

Key words: Adition theorem, multiplication theorem, Graff theorem and generalized Bessel function, 
Hermite polynomials.

Introducción
Las funciones especiales son muy importantes para las ciencias básicas y aplicadas, estas son utilizadas en 

muchas áreas del conocimiento, entre ellas: matemática, física e ingeniería. Existe un amplio material bibliográfico 
sobre las funciones especiales, siendo [1, 2 ,3] ejemplos muy representativos.

Un caso especial y muy importante de estas funciones especiales son las funciones de Bessel [3]. Dattoli y 
otros [4] presentan una teoría de la función de Bessel generalizada (FBG). Estas funciones aparecen en la solución 
de muchos problemas de aplicación.

Se presenta la función de Bessel generalizada (FBG) de dos variables y un parámetro (nJ x,y;z )  por medio 
de la función generadora [5]
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donde x,y son variables reales y t, τ  son complejos diferente de cero con τ <∞,t . Se puede ver que para y=0, 
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la función (1) se reduce a la bien conocida función generadora de la función de Bessel de una variable, esto es
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Ana Isolina Prieto y otros [6] introducen la función generadora de la función de Bessel generalizada de tres 
variables, dos parámetros y un índice por medio de
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donde x,y,z son variables reales y τ δ, ,t  son parámetros complejos con τ δ< <∞0 , ,t .

Si z=0 en (3), se obtiene la función de Bessel (1), y para y=z=0 en (3), resulta la ecuación (2). 

Los polinomios de Hermite usualmente son un complemento de las FBG. Existe una clase de polinomios 
de Hermite generalizados de varias variables, denotado por ( , )H x y  para el caso de dos variables, definidos por 
la función generadora [4]
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y ( ), ,nH x y z  para el caso de tres variables, definidos por la función generadora [7]
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Dattoli y otros [8] han investigado la teoría de las funciones de Bessel generalizadas y los polinomios de 
Hermite.

En este trabajo usamos el método de la función generadora para obtener el teorema de adición, el teorema 
de multiplicación y el teorema de Graff para las FBG de tres variables, dos parámetros y un índice (nJ x,y,z;τ δ, ) .

Teoremas de la función de Bessel (nJ x,y,z; , )ô ä

 2.1 Teoremas de adición  
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Demostración 

Si en (3) se hacen los cambios de variables

 = + = + = +,  v,  w, x x u y y z z

se tiene
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Haciendo n=h+l, queda
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de donde, al igualar coeficientes de 
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Análogamente, si en (3) se hacen los cambios x=x-u,  y=y-v  y  z=z-w, se tiene
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Efectuando el cambio n=h-l, queda
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Los resultados (7) y (8) se agrupan en (6).

2.2. Teorema de multiplicación
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Demostración
Según (3)
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Sumando y restando los términos convenientes, se puede escribir (10) como
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Luego, se tiene
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Haciendo cambio de índices h=s-2k-3l, queda
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 Usando [6, pág. (33), (4)]
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Igualando coeficientes de 
nt , se obtiene (9).

2.3.Teorema de Graf
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Demostración
 Considerando el producto de dos funciones τ δ( , , ; , )nJ x y z  y usando la función generadora

(11)
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Aplicando las propiedades de las exponenciales en el lado izquierdo de la ecuación, resulta
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∑3 ' ' '

3
,

1
w    ( , , ; , ) ,v,w; ,  .        (17)

2
n m m

n m
m n

z
t J x y z J u

t          (17) 
                    

Ahora, haciendo los cambios

 ξ
 

− = 
 

                                                                 (18)
u

t x ar                           (18)

              
( )ξ−

=
 

                                                                (19)
x u a

t r
         (19)

τ γ
ξ τ

 
− = 

 
2 2

2

v
                                                   (20)

'
t y br

                                      (20) 
 

ξ τ
τ

γ

 − 
  =

2 '

2 2

v
                                                        (21)

y
b

t r                                                                             (21) 
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 δ ρ
ξ δ

 
− = 

 
3 3

3 '

w
                                                    (22)t z cr                                                                                                   (22)

                    

 ξ δ
δ

ρ

 − 
  =

3 '

3 3

w
, (23)

 

z
c

t r
                                                                                              (23)   

y sustituyendo (18)-(22) en (17), resulta

 γ ρ
γ ρ

     − + − + − =     
      

2 3
2 3

1 1 1
exp                                  

2 2 2
a b c

r r r
r r r

 ( )ξ τ δ τ δ
+∞

−

=−∞
∑ ' '

,

( , , ; , ) ,v,w; ,  .n m m
n m

m n

t J x y z J u

Efectuando el cambio de índice = −k n m  y usando (3), se obtiene

 ( )γ ρ ξ τ δ τ δ
+∞ +∞

+
=−∞ =−∞

=∑ ∑ ' '

,

( , , ; , ) ( , , ; , ) ,v,w; ,  .k k m
k k m m

k k m

r J a b c t J x y z J u

De (18) y (19)

 
ξ
ξ

−
=

−
                                                            (24)

ux
r t

x u                                (24) 

y sustituyendo en la ecuación anterior, queda

 
( )ξ γ ρ ξ τ δ τ δ

ξ

+∞ +∞

+
=−∞ =−∞

 − 
  =

− 
 
 

∑ ∑

2

' '

,

( , , ; , ) ( , , ; , ) ,v,w; ,  .

k

k k m
k k m m

k k m

ux
t J a b c t J x y z J u

x u

Al igualar coeficientes de kt , se concluye que

 

( ) ( )ξξ τ δ τ δ γ ρ
ξ

+∞

+
=−∞

 − 
 =

− 
 
 

∑

2

' '( , , ; , ) ,v,w; ,  , , ; , .

k

m
k m m k

m

ux
J x y z J u J a b c

x u



69Josefina Matera, Ana Isolina Prieto, Leda Galué y Susana Salinas de Romero
Revista Tecnocientífica URU, Nº 9 Julio-Diciembre 2015 (61 - 69)

Por otro lado, los resultados (12)-(16) se obtienen como se indica en  la Tabla 1:

Tabla 1. Deducción de los resultados (12-16)

Ecuación Usada Resultado Obtenido
(18) y (19) ξ( , ; )a x u

(20) y (21) b(y,v, ξ τ τ , , ')

(22) y (23) c(z,w, ξ δ δ , , ')
(20), (24) y (13)  γ ξ τ τ '( , , ,v, , , )x y u
(22), (24) y (14)

 
ρ ξ δ δ( , , ,w, , , ')x z u
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