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Resumen

En este articulo se presentan los resultados de la evaluacion de integrales que envuelven la funcion hiper-
geométrica generalizada de Wright con la aplicacion del calculo fraccional. También se determinan el diferintegral
de la funcion . /8 q mediante el operador de calculo fraccional de Saigo y el operador de calculo fraccional de Kalla
y Saxena.

Palabras clave: Integrales, calculo fraccional, funcion hipergeomética gneralizada de Wright, operador de
calculo fraccional de Saigo, operador de calculo fraccional de Kalla y Saxena.

Some results involving fractional calculus and
Wright’s generalized hypergeometric function

Abstract

This paper presents the results of evaluation of integral involving Wright’s generalizad hypergeometric
functions by the application of fraccional calculus. Also it determines the differintegral of the function |/
. . . prq
through the Saigos’s fractional calculus operator and Kalla and Saxena’s fractional calculus operator.

Key words: Integrals, fractional calculus, Wright’s generalized hypergeometric functions, Saigo’ fractional
calculus operator, Kalla and Saxena’s fractional calculus operator.

Introduccion

Los operadores de integracion fraccional constituyen ecuaciones integrales y ecuaciones diferen-
ciales con problemas de valores iniciales, y estan relacionados con aplicaciones en diferentes campos
como electromagnetismo, fisica, quimica, teoria de potencia, estadistica, etc.
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La funcion hipergeométrica generalizada de Wrigth ¥/ , ©suna generalizacion de la funcion
hipergeométrica qu , aparece en la solucion de ecuaciones (ﬁferenciales y, ademas, se encuentra en di-
versas aplicaciones en Fisica: relajacion fraccional, ecuacion de difusion tiempo-fraccional, distribucion
de temperaturas en cilindros; en Estadistica: funciones de densidad de probabilidad.

L. Galu¢ [1] presenta deferintegrales de la funcion hipergeométrica generalizada de Wright. J.
Matera y B. Gonzalez [2] aplican el operador de Saigo a algunas funciones especiales. A. Prieto, S. Sa-
linas y H. Srivastava [3], presentan algunos resultados de calculo fraccional que involucran la funcidén
generalizada de Lommer-Wright y funciones relacionadas.

En este trabajo se evaltan integrales que envuelven la funcidén hipergeométrica generalizada de
Wright con la aplicacion del célculo fraccional; se determinan el diferintegral de la funcién ¥/ me-
diante el operador de calculo fraccional de Saigo [4] y el operador de céalculo fraccional de Kalla y Sa-
xena [5].

Definiciones de algunos operadores de integracion fraccional

Definicion de Riemann-Liouville [6]

D) = [ = (0 Ref) <0 m
_df(x) _d" (d“‘” j
e de\aer ) A0 e

Definicion de Nishimoto [7]

Si f{z) es una funcidn analitica que no tiene puntos ramales en el interior y sobre C; C = {Cﬁ, C+},
C es una curva integral a lo largo del corte que une los puntos z y —wo+ Im(z) y C, €s una curva integral
a lo largo del corte que une los puntos z y oo + Im(z)» entonces el diferintegral de la funcion fes [7, p. 4]:

_ Z)V+1

fv=cfv(2)=r(v+.l)f /@) dr; (veR, veZ") 3)
27l C(T

dondet#z —7m < arg(z' —z)<rx paraC y 0< arg(z' —2z) <27 para C., entonces f. (v>0)es la
derivada de orden fraccional v, y f (v <0) es la integral de orden fraccional [V |, si f, existe.

Definicion de Saigo

Saigo [4] presenta un operador de integracion fraccional (Re( a)> 0) y derivacion fraccional
(Re(a) < 0) de la funcién f(x) en RY , COMOo:

u x| a- t

le,ﬂ,nfzr(a).!(x—t) lel(a+ﬂ,—77;a;l—;)f(t)dt, Re(a)>0 )
d” a+n, f—n,n—n

=—— [y 0 Re(a) <0 n=|1-« 5)

dx"
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donde ,F (a, b; c; z) es la funcion hipergeométrica de Gauss, a, f y # son nimeros complejos y
xeR".

El operador de integracion y derivacion fraccional sobre un intervalo infinito viene dado por:
17 P
Je ﬁ Ao f = w0 )'[(t—x) lya ﬁzFl(a +ﬁ,—n;a;l—§jf(t)dt, Re(a)>0 (6)
a

n dn

— (- 1) Jepmrn g Re(a<0), n=|1-« (7

Para o = —f se tienen los operadores de Riemann.Liouville Weyl, respectivamente, en tanto que
para S = 0 se obtienen los operadores de Erdélyi-Kober.
Definicion de Kalla y Saxena

Kalla y Saxena [5, p. 231] definen los operadores de integracion fraccional por

e, B, ysm, u, 1, a; f(x)]

X

:% (a B+m; y; j"f(t)dt (8)

R[O(, ,B, Yy, m, W, 1, a;f(x)]

—5-1 9
=T a)f (a L+m; y; J f(t)dt )

donde F (a ,b;c;z ) es la funcion hipergeométrica de Gauus, a, f, y, i, 17, 0 y a son parametros com-
plejos.

Definiciones de algunas funciones especiales

Funcion hipergeométrica generalizada pF q [8]

(al)k...(ap)kzk
— (ﬂ1)k---(ﬂp)kk!

donde a, ... 0, yBs s [)’p son parametros complejos, B o f,#0, =1, =2, ..., pygson enteros
positivos o cero.

qu(a], a0 B LB z): (10)

Funcion hipergeométrica generalizada de Wright ns

Una interesante generalizacion de la serie £ fue introducida por el matematico E. M. Wright [10],
quien considero¢ la siguiente funcion hipergeomeétrica generalizada:

p
+ A.
(a1> Al): ,(apa AP)‘Z :il;l[r(a]-i_ ]k)x_k (11)
Y (bl, Bl), ,(bq, Bq)’ T k!
[1r(p,+48))

J=1
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donde los coeficientes 4, ... , A,y B, .., B son nimeros reales positivos tales que

1+3B -3 4 20
j=1 j=1

Como casos particulares de (11) tenemos [12, p. 230]

P
(a, 1), ... ,(ap, 1)- _lj}r(aj) ay, ....,a,
¥ (b 1) (b 1)’2 T~ oo b b Z (12)
1° 5 ese o q° Hr(b]) 12 *Ygq
j=l

La funcion hipergeométrica generalizada de Wright es un caso especial de la funcion H de Fox
[10, p.2 No. (1.1.1)]

y (al, Al), ,(ap, Ap). z_
P (bl, B1)= ,(bq, Bq)’ | (13)
=H1’p+1 g (l—al,Al), ,(l—ap,Ap)
- (0,1), (1-b, B,), ... ,(1-b,,B,)
donde la funcion H se define por
H™"| 2 (al’ Al)’ ’(ap’ AP) :LJ‘Q(S)ZSCZS (14)
25| (B B)s oo (b, B,) | 217

donde i =~+/—1, z # 0 es una variable compleja y z° = exp{s[ln| z | + iargz]} , 11’1| z | no es
necesariamente el valor principal.

ﬁr(bj —Bjs)ﬁr(1+aj +4;5)

H(S) _ =l Jj=1 (15)

Representacion integral de la funcion W, (2)

P (a, + 4p)
sz |= 1. L (-z)"ds (16)
2 [1r(5,+B,s)

J=1
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Evaluacion de integrales que envuelven la funcién y (z) usando
operadores de integracion fraccional

0

—ax (Clp, Ap) (ap’ AI’)’ (1’ 1) c
L) e, yex |de=— v, ; — (17)
(b, B,) a (5, B,) a
0
donde a > 0, ceR, A, .., AP y B, ..., Bq son numeros reales positivos tales que
q ) .
1+> B, —> 4,>0
Jj=1 j=1
Demostracion:
a,A ),
Sea [, = e‘“"pl//q ( g p) ;ex |dx (18)
(6,5 B,)

Reemplazando (13) en (20), tenemos:

- ﬁF(a_j+Ajk)
Il — e—axkz_(; j;l k'
“T1IT(2;+Bk)

J=1

(ex) dx

(19)

0
Intercambiando el orden de la integral y la suma, valido por la convergencia absoluta de la serie,
resulta:

1 = Z /= %je“”‘xkdx (20)

e2y)

Reescribiendo (21) en términos de la funcion ne definida en (11), se obtiene finalmente (17)
bajo las condiciones establecidas.
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Una integral indefinida que involucra la funcion WV

a,A), (a,A),(a,l)
2. a-1 ( P P ’ d — P P , 22
VY 6,8 T e 0 B, (e 1) )

ceR, Rela>0); 1+ZB ZPZAJZO

Jj=1 Jj=1
Demostracion:
()5 4,);

Sea L= | x“ " w |V 7 T ex |dx (23)

prq (bq, Bq)

0

Sustituyendo (11) en (23), se tiene:

h P
. Hr(a +A k)
% 12 ];1 (C;;) (24)
kzOHF(bj +Bjk)

j=1
0
Intercambiando el orden de la integral y la suma por la convergencia absoluta de la serie
P
I'a,+Ak
N 1/_1[ ( ' ’ )Ckw a+l-1_k (25)
1, :Z v . XX dx
k=0
[Ir(6,+Bk) "0

Resolviendo la integral de la funcion potencia, y usando propiedad de la funcion Gamma [8, p.
16, No. (1.21)]

I(z+1)=zI(z), Re(z)>0; z=-1, =2, ..., (26)
tenemos:
P
} HF(aj+Ajk)F(a+k) .
 =xy Cf 7)
k=0 Hr(bj +B_1.k)l“(a +1+k)
Jj=1

Reescribiendo (27) en términos de la funcion ne definida en (11) se obtiene finalmente (22) con

q P
ceR, Re(a>0); 1+ B,-> 4,20

Jj=1
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Aplicacion del calculo fraccional en la evaluacion de integrales que en-
vuelven la funcion v,

_ (ap’ Ap) (V) L _
a-1 v . — 4@ irk MY k 3
3) Jx In (X)pw{(bq,Bq) sex |de=x ;(]Je kln" " x (28)

(a,,4,), (a, 1), ... (e, 1) . cx}
3

" prk+l l//q+k+1[(bq’ Bq), (a+1, 1), ,((Z+1, 1

q 4
donde ceR, Re(ar>0); Re(v)>0; 1+ B,—> 4,20.
j=1 j=1
Demostracion:

[ee)

Sea [, = | x ; cx |dx (29)

Aplicando el diferintegral de Nishimoto de orden v con respecto a a en (23) y teniendo en cuenta
el resultado: [7, p. 19]

(@), =(ma)ya (a#0,1), (z, veEC) (30)

tenemos

; ox |dx (31)

De acuerdo a (22), se tiene:

7| e (ap,Ap), (a, 1) .

X W ; ex (32)
’ 7 (b, B,), (@ +1,1)

Usando laregla de Leibniz de la derivada fraccional del producto de dos funciones: [11, p. 95, No.
(4.4.3]

00

D*[f(Dg(t)]= Z[ﬁ: j[Dkg(t)][D”‘k f®), u>0 (33)

k=0
y la definicion (11) queda

3 F(aj + A_In)
j=1

L34 )3
O\ (b, + Byn)

Jj=1

n! | T(a+1+n)

Cnxn|: F(a+n) :| [xa] . (34)
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Utilizando la propiedad de la funcion Gamma dada en (27) y derivando (36 con respecto a a, usan-
do el operador fraccional de Nishimoto definido en (5), los resultados: [7, p. 28]

rv-a) ..,

r'lv—a)
- 7 — | <
I'(-a)

I'(-a)

(Za )v — e—iﬂv (35)

, (v, zeC),

y (31) nos conduce a

" ﬁr(aj +4;n) et
ISZZ[Z}MF(,CH)Z = [ T(a+n) } . (36)

k=0 k=0 Hr(bj +le’l) F(a +1+n)
J=1

<

._(cx)" x“In" " x
n!

Reescribiendo (38) segtin la definicion de la funcion Y dada en (11), se obtiene (29) con las
condiciones establecidas.

v _—ax (ap’ AP)’

2) | e™x'e ; ex |dx (37)
PW‘] (bq, Bq)

e [(a,4,) v+ 1)

T pwq (bq, Bq) " a

q p
donde ceR, Re(a>0); a>0; 1+ B, —> 4,20
Jj=1

=]
Demostracion:
—iry_ v _—ax (ap’ AP)’
Sea [, = | e™x"e” y, b B ; ox |dx (38)
(6,5 B,)
0

Aplicando el diferintegral de Nishimoto de orden v con respecto a a en la integral (40) y de acuer-
doa: [7, p. 16, No. (3.1)]

(e )V =e™a"e ™, a#0 (Z, Ve C) (39)

se tiene:

(ap, Ap),

14: (eiax)vpl//q (b B )
q9° Tq

; ox |dx (40)
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Utilizando la regla de Leibniz, de la integral [11], tenemos:

(4, 4,).
1, = v PRI ex |dx (41)
prq (bq’ Bq)
0
empleando (18) y (21):
P
17 (a,+ 4k
ZJ;I ( J J )c_r(kkjll) (42)
SOTTr (b, +Bk) kioa
J=1 v
Usando el resultado (37):
p
I'a +Ak
i];!: (Clj J ) —inv F(V+k+1)e,(k+1),v (43)

k=0

€ e
) k! C(k+1)

o Y i

U(b,+Bk

1l
—_

J

Simplificando algunos términos y escribiendo (45), seglin la definicion de la funcion Y dada
en (11), nos conduce al resultado (39) con

ceR, a>0; 1+Zq:Bj—Zp:AJ.ZO

j=1

Diferintegrales de la funcion » 14 q usando el operador de Saigo

Aplicando el operador de Saigo 1 (;Z x’ﬂ’n f , definido en (4), a la funcion » /4 g° ¢ tiene:

_a—zJ( _)a1|:05+ﬂ 1_£:|.
24 X

(ap, Ap).

i (bq, Bq).

177w (%) =
t |dt (44)

Re(a) > 0; 1+Zq:Bj —iAj >0

J=1
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Usando (11), e intercambiando el orden de la integral y la suma por la convergencia absoluta de
la serie,

o J
1P, () = 2 S

j=1
a+ p, — {
-217{ p 77; 1——}t"dt (45)
o X
Reescribiendo (48) en términos del operador de Saigo definido en (4),
j4
- Tr(a,+44)
1577w (X) =) qj:l 157Xk (46)
LT, + Bk)k!

Jj=1

Teniendo en cuenta el resultado: [13, p. 191]

bk _ Ck+DT(k—B+n+1)

- “Pok>p-n-1 47
o F(k—ﬂ+1)l“(k+a+77+1)x A “n

se tiene:

} ﬁl“(aj+A_jk)F(k+1)F(k—,6’+77+1) .
1, ="y H 0w
r

(b, + Bk (k= B+ (k+a+n+1) !

Reescribiendo (51) mediante (11), se obtiene finalmente:

a,A), (1L1), (=f+n+1,1
29w =x" ., [( rh) ( ) (49)

(b, B,). (-p+1,1), (a+n+1,1) g

bajo las condiciones escritas en (46).

Casos particulares

1) Sien(49),p=2yq=1, setiene

(a], AI), (az, Az)’ (1» 1)» (—,3+77+1, 1). x}

(50)

J&Bn — 4B
or W2 =X M{(bl,Bl), (-f+1,1), (@+n+1,1)
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ii) De (50)conA4, =1,4,=1,B, =1,a,=a,a,=byb =c

1

ap pr__ L(0) B (av 1)’ (b> 7)» (1, 1): (‘ﬂ"‘ﬂ"‘la 1)_
I37"Ry = X LY X (51
C'(a)T'(b) (¢, 7), (=B+11), (a+n+1,1)
iii) En(49sip=1,9=1,a,=a,b,=c, 4, =1yB =1
T), (1, 1), (- 1, 1
Ig;ﬂ’”ld)f(x):—r(c)x‘ﬂy//g (a, 7). (. 1), (=f+n+1 1) D x (52)
['(a) (c, 7), (=B+1,1), (a+n+1,1)
donde ICDI’ es la funcion hipergeométrica de Wright, 7> 0.
iv)
q
I'(b,
» _H (t) (a) 1), (L1), (~B+n+L1)
[ox qu 0 X p+2‘//q+2 b1 (—IB—}—I 1) ( e+l 1), X (53)
F(aj) ( q° )’ » 1)y \aa+1n~+l

Jj=1

Reescribiendo (53) en términos de la funcioén qu, dada en (10):

@, B.n _ B F(—,B+77+1)
L e 7 g v P

(54
. a, l, =p+n+l .
e\ p, =p+L a+n+l

que coincide con el resultado: [2, p. 3, No. (3)] cuandoa=0,y=1y1=1.

jeirgs |9 gy |o et DIfrn+arl) |
b, L(-B+a+)I(a+n+a+l)
“mi2y M{a"’ Ay axl). Alys —pen+arl) ; Ax’ (55)
b,,,A(ﬂf; —B+a+1), Aly; a+n+a+1)
donde Re(a) >0, Re(p-B)>-1;a=0,1,2, ...;y=1,2, ...y A(y, a):%, %’ ,%7”_
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Aplicacion del operador de Kalla y Saxena a la funcion

Aplicando el operador de Kalla y Saxena definido en (8) a la funcién W
[, B.ysmpn.a; w, |= r(l - )J (a B+miy jt” w, (D)dt (56)

donde a, f3, y, # y a son parametros complejos.

Sustituyendo W, porsu expansion en serie dada en (11) e intercambiando el orden de la integral
y suma, valido por la convergencia absoluta de la serie,

I[a,ﬁ,y;m;ﬂ,ma; ,,V/q] -

© Hr(a +A k) ququl v -
=2 g X a,p+m, 7, "y (Dt (57)
H’Hr(b +Bk)L(-a) © 5
S P Py
x

0

Utilizando la definicion (10) e intercambiando el orden de la integral y la suma por convergencia
absoluta de la serie,

M) STt OB emn) o fsomy

= (59)
T T(a)T(B+m) = I (y +n)n! X
Resolviendo la integral, tenemos:
B I'(y) Z“’: C(a+n)(B+m+n) a"  x" (60)
> T(a)(B+m)= L(y +n)n! X"+ k+ un+1
Simplificando algunos términos, usando (27) y reescribiendo mediante (11)
__ D™ (. 1), (B+m. Dn+k+lp), o)
C O T@UB+m) (7 1), (n+k+2, p)

Sustituyendo (61) en (57), se tiene:

1[aB.rimpmm.a p,]=
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_ A7) S o x
FA=a N @B+ myS (e (b, + B k)r(1-a) ¥

a, 1), +m, 1)(n+k+1,
" (e, 1), (B )(n ﬂ); . )
(7. 1), (n+k+2, )

donde a, S, y, n y a son pardmetros complejos.
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