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Resumen

Las aplicaciones de las funciones de Bessel en diferentes campos, tales como, fisica, iluminacion, procesos
multifoton, procesos de dispersion, radiacion, analisis de grandes estructuras, etc. han motivado el desarrollo de
una serie de investigaciones relativas a ellas. En este trabajo se presentan la definicion de la funcion de Bessel de
dos indices y un parametro y algunas propiedades generales de esta funcion, entre las cuales estan: las propiedades
de simetria, las relaciones de recurrencia y las ecuaciones diferenciales que satisfacen estas funciones. Ademas se
incluyen varias graficas que ilustran el comportamiento de la funcion.

Palabras clave: Funcion de Bessel de dos indices y un parametro, relacion de recurrencia, ecuacion dife-
rencial.

Some results on Bessel function of two indexes
and one-parameter

Abstract

The applications of the Bessel functions in various fields, such as, physics, illumination, multiphoton pro-
cess, dispersion process, radiation, incommensurate structure analysis, etc., have lead the development of a series
of investigations relative to them. In this paper the definition of the Bessel function of two indexes and one para-
meter is presented, and some of its general properties, among which are: symmetry properties, recurrence relations
and differential equations that satisty, are established. Also, various graphics are included which show the behavior
of the function.

Key words: Bessel function of two indexes and one-parameter, recurrence relations, differential equation.
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1. Introduccion

Existen diferentes investigaciones que se han llevado a cabo en relacion a las funciones de Bes-
sel, entre éstas se tienen, C. Chiccoli et al. [1] proveen una vision unificada de la teoria de las funciones
de Bessel ordinarias (BFs) y las funciones de Bessel generalizadas (GBFs), tomando en cuenta que las
estructuras algebraicas esenciales de las GBFs pueden ser reconocidas en completa analogia con las de
BFs. También G. Dattoli et al. [2] presentan un tratamiento unificado probando que muchas de las apa-
rentes generalizaciones pueden ser vistas como casos particulares de una funcion de Bessel de dos varia-
bles del tipo de funcién introducida por Miller durante los afios sesenta. G. Dattoli et al. [3] presentan un
resumen de las teorias de las funciones de Bessel con mas de un indice y una o mas variables, tomando
en cuenta su uso en aplicaciones. L. Galué [4] introduce las series Kapteyn para las funciones de Bessel
generalizadas tomando en cuenta el uso de las series de Newman y Kapteyn en problemas especificos
de fisica. G. Dattolli et al. [5] introducen un método para derivar familias de funciones generadoras de
funciones de Bessel generalizadas y ordinarias. El método de la funcion generadora fue aplicado por L.
Galué et al. [6] para obtener un teorema de multiplicacion para la funcion cilindrica generalizada de dos
variables y un parametro J (ix s Z') y dos teoremas de multiplicacion para la funcion de Bessel de
dos indices J, (ix M. A Pathan et al. [7] obtienen funciones generadoras para la funcion de Bessel
generalizada de un parametro J,(x, y; 7 ) usando la representacion del grupo Lie T3. Recientemente, G.
Castillo y L. Galué [§] presentan varios teoremas para funciones de Bessel de dos indices y un parametro.

Las funciones de Bessel presentan diferentes aplicaciones, como por ejemplo, en procesos multi-
foton [9], en el tratamiento analitico de procesos de campo de iluminacion especialmente en las teorias
de ionizacion multifoton no-perturbada [10], en el analisis de procesos de dispersion para los cuales la
aproximacion bipolar no puede ser usada [11], en el campo de la radiacion sincroton [12], en el analisis
de grandes estructuras [13], etc.

En este trabajo se presentan la definicion de la funcion de Bessel de dos indices y un pardmetro y
algunas propiedades generales de esta funcion, entre las cuales estan: las propiedades de simetria, las re-
laciones de recurrencia y las ecuaciones diferenciales que satisfacen estas funciones. Ademas se incluyen
varias graficas que ilustran el comportamiento de la funcion.

2. Definicion

La funcion de Bessel generalizada de dos indices y un parametro J,, , (x; Z') se define mediante
la funcion generadora

exp %Ku —i)+(v—%)+(mv —Lﬂ Z u"v'J, (x;7) (1)

donde x es una variable real y u, v, ¢ son parametros complejos no cero con |u|, |v|, |t] < .

Sien (1) se hace 7 =1, se obtiene

exp %Ku—ij+(v—%)+(uv—iﬂ z u"v'J, (x1) )

A bt L

N=—00 M=

donde

y J,,..(x) esla funcion de Bessel generalizada de dos indices [14]. Asi al comparar (2) con (3) se deduce
que J, ,(x;1)=J, ).



Leda Galué y Greilyn Castillo 61
Revista Tecnocientifica URU, N° 1 Julio - Diciembre 2011 (59 - 71)

2.1 Definiciéon explicita

La definicion explicita de J,, , (x; z’) es la siguiente:

+o0 +o0 (_1)k+2t—z—w Tt—k

o (6:7) = Z

z, w=o0 k, 1=

) 2m+n+3(k+t)—2(z+w)

xm+n+3(k+t)—2(z+w)

. 4
IFm—z+k+DI'(n—w+k+DI(—z+ DI —w+ k! )

donde x es una variable real y ¢ es un parametro complejo con 0 < |2'| < o,

Demostracion

Aplicando las propiedades de la exponencial en el lado izquierdo de la ecuacion (1),
L b
exp| —||u——|+|v——|+|uwv ——|||=
2 u v Uy
X 1 x(1 1
exp| —|u+tv———||exXp| ——=| —+—— v ®))
2 Tuy 2\u v

y usando la definicion de la exponencial para cada uno de los términos obtenidos arriba, se tiene

exp i(u +v— L) exp(x—uJ exp(ﬂj exp(— i j
2 wy 2 2 2 tuv

+00 ( l)k 1 pHq+k xp+q+kup—kvq—k T—k
p,;:‘o 2 plq'k!

haciendo los siguientes cambios de indices
p=r+k, q=s+k

resulta

X 1 +oo 4o (_l)er+s+3kurvsz_—k
LIS . 6
exp {2 (“ Y mvﬂ 2.2 2R (r+ k + DE(s + k + D! ©

r, s=—ow k=0

Aplicando el mismo procedimiento al segundo término de la ecuacion (5)

ex f—l—lﬁbmv =eX - €X - r X o
Pol7u v A2 2 ) 2

r+s+t — —
+Z-o ( 1)r+s( 1 xr+s+tu r+tv s+tz_t
B 2

e Pl

haciendo cambio de indices



62 Algunos resultados sobre la funcion de Bessel de dos indices y un pardmetro
Revista Tecnocientifica URU, N° 1 Julio - Diciembre 2011 (59 - 71)

se tiene

+o0 —z—w 3t z-w_ z_ w_I
exp[;(—%—;+ ruvﬂ > z =D uve (7

VST (- 2+ DOt = w 1!
sustituyendo (6) y (7) en (5),

s (GORERCI

+o0 +o0 (_ l)k—z—wZ_t—er+s+3k+3t—z—wu r+z_ s+w

2 2 -

o 2R P (e k- D) (s +k+DI(t —z + DI —w+ D!

y al efectuar nuevamente cambio de indices, a saber,

r=m-z, S=n—-w

exp[g[[u_ij{v_%}(m Lm

+oo +o0 k—z—w __t—k
Z u™" Z (__ 1) 7'

e P’ 2m+n+3(k+t) 2(z+w)1—~(m — 4 k + 1)

se obtiene

X m+n+3(k+t)-2(z+w)

T(n—w+k+ D)t -2+ D0 — wt DK ()

finalmente de (1) y (8) se obtiene la definicién explicita (4) para la funcion J,, , (x; 7).

3. Propiedades de simetria

Las propiedades de simetria para la funcion J,, ,(x;7) son:

(XY =J_, (x lj = (— 1)m+" J n (X5=T) )
T
Jpu(x-0)=J ., , [x;—lj =(-1)""J,.,(x7) (10)
T
T (x=0)=J_, _, [ —% =(-1)""J, . (x7) (11)
T

Demostracion

Esta se basa en la representacion de J. . (X;7) en términos de una serie convergente presentada
en [6, p. 144, No. (6)]
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@0 =Y @, @, () (12)

h=—o0

donde x € R y ¢ es un parametro complejo con 0 < |z'| < 0,y las propiedades de simetria para una fun-
cion de Bessel ordinaria [15]

Jn (_ X): an (x): (_ l)n‘]n (X) (13)
A continuacion se presenta la obtencion de cada una de estas propiedades:
1.De (12) y (13)

S n(=X7) = Z Tth—h (=), (=), (=x)

(=1, 1)L (1) T, ()

0

0™ > (=)', (), (), (x)

h=—0

Il
}MS Z

5

entonces
S50 = (1), , (x5 ). (14)

2. Sustituyendo en (12) ¢ por —7 y usando (13)

o0

Jm,n ()C;—T) z (_ z-)h Jm—h (x)Jn—h (x)Jh (X)

=—00

=

(—1)'c" T, (), (), (%)

=—00

I
MM

=
I

Il
M

"J _(_m+h)(x)J —(—n+h)(x)‘] (%)

=

3

T )T (0, (%)

RIS
s

= 2 7 )" (D0 (D)

haciendo A = —s resulta,

0

Jn (im0 = Y e (1), (), (0 (x)
§=-0 (15)

De (14) y (15) se obtiene (9), de (9) y (15) se obtiene (10), y reemplazando en (9) t por — 7, o
reemplazando en (10) x por — x se puede obtener (11).
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4. Relaciones de recurrencia

Las relaciones de recurrencia diferenciales para J, n(x;z') son,

m

n n

ai [xn‘]m,n (X, T)] = xn‘]m,nfl (X, T) + zxn‘]mfl,nfl (X, T) + %Jmfl,n (X, T) - %Jmﬂ,n (X, T)' (16)
X

m m

ai [xm‘]m,n (X, T)] = xm']m—l,n (x’ T) + zxm']m—l,n—l (X, T) + x?‘]m,n—l (x9 T)_ x?‘]m,nH (x’ T)' (17)
X

La relacion de recurrencia pura es,

%(m - n)']m,n ('x’ T) = Jm—l,n (x’ T) + Jm+l,n (‘x’ T)_ Jm,n—l (x9 T)_ Jm,n+l (‘x’ T)’ (18)
Demostracion:

Sea w la funcion generadora dada en (1), esto es,

w= exp[g Ku - ij + (v - %) + (tuv - Ljﬂ = i u™'J, (x; 7). (19)
Ty m o

Derivando w con respecto de u
a—W—ex d (u—lj+(v—lj+[ —Lj d [1+Lj+ w+ 1
ou P 2 u v oy " 2 u’ w’y

ow x( 1 1 J
—=w_|l+—=+v+—
ou 2 u wy

el cual puede escribirse como,

uz%—uzwz—wf—wfwu2 w2 =0
ou 2 2 2 27v

sustituyendo w por la expresion en el lado derecho de (19)

+00 . X +00 5 X 400
m+ n . m+ n . m_.n .
Z mu VJm,n(x:T)_E z u va,n(x,z')—E z u va,n(x,r)—
m, n=—oo m, n=—oo m, n=on
X o0 x =
S > w"vL L en)-=— > v, (n7)=0 (20)
2 m, n=—oo ' 2 m, n=oo '

realizando cambios de indices en (20) resulta, después de agrupar términos,

~+00

Z u’"v” [(m - 1)‘]m—l,n ()C, T)— %Jm—Z,n (‘X;T) - g‘]m,n (‘x’ 7'-)_

m, n=—-o0

X

Eﬂm—Ln—l ('x’ T) - %Jmﬂﬁl ('x’ T):| = O
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Por lo tanto, se concluye que

(m - I)Jm—l,n (X’ T)_ ng—Z,n (X, T)_ g‘]m,n (X, 7’-)_ %zjm 2,n-1 ()C' 7’-)_ 2_)Z_Jm n+l ()C' 7’-) = O (21)
esto es,

2 1

;m}m,n ('x’ T) = Jm 1,n (X' T)+ Jm+1 n (X' T)+ z:]m 1,n-1 (.X' T)+ ;Jm+l,n+1 (x’ 2-)' (22)

De manera similar, derivando w con respecto a v se tiene:
x x X by
(n - I)Jmm—l (x’ T) - EJm,n—Z (x’ T) - EJm,n (x’ T) - E ﬂ]m—l,n—2 (x’ T) - 2T Jm+1 n (X' T) = O (23)

esto es,

szm,n(x;T) J

1
X (x. T) + ']m n+l ('x. T)+ z:]m 1,n-1 (x- T) + ;‘]m+l,n+1 (‘x’ T). (24)

m,n—1

Derivando w con respecto a x
ow X 1 1] [ 1 1 1 1
—=exp| =||u——|+|v—— |+ —— || |=||u—— |[+| v—— |+
ox {2{( uj ( v wy ) ||2 u v
1 w 1 1 1
wy —— | |=—||u—— |+|v—— |+| Uy ——
( ruvﬂ 2 K uj ( vj ( ruvj:|

donde se uso (19).
Sustituyendo w en términos de la serie
400 +00
z u™" xz') ; Z u””]v”Jm’n(x;z')jLl z u’"_]v”qun(x;z')—
m, n=—o0o m, n=—oo m, n=—0
1 < m_ n+l 1 < m_ n—1 T < m+1, n+l
— Z u"v Jm,n(x;r)+— Z u"v Jm,n(x;r)—— Z u"y Jm’n(x;f)+
m, n=—o0 2 m, n=—oo 2 m, n=—o0
+o0
% Z u’"_lv"_lJm,n(x;r)zo,
m, n=—o0

efectuando cambio de indices

ZMV xr—%Zqumln(err%Zqum+ln(xz')

m, n=—0 m, n= m, n=

1 +00 1 +00 T +00
m, n . m, . n . m, n .
5 uwv Jm,n—l(x7r)+5 z uwv Jm,nH(X’T)_E z uwv Jm—l,n—l(x’r)-i_
m, n=—o0 m, n=—o0 m, n=—o0

l +o0
E m_n
2 uvy Jm+1,n+l
T m, n=—oo

(x;7)=0
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por lo tanto,

0 1 1
—J ,n(x;r)—EJm_Ln(x;r)+EJ

m+l,n

1 1
(x; T)_EJm,n—l (X, T)+ E‘]m,nﬂ (X, T)_
1
Jm—l,n—l (x’ T)+E‘Im+l,n+l (X;T) = 0 (25)

Multiplicando (24) y (25) por x" se obtiene respectivamente

n n n n

nx nilJm n (‘x’ T) - x_‘]m n-1 (x’ 7’-) - x_‘]m n+l (x’ T)_ x_dm—l n-1 (‘x’ T) - x_Jm+1 n+l (x’ 7’-) = O (26)
’ 2 " 2 " 2 ’ 27 ’

., o n n n n
X a‘]m,n('x;T)_%Jm—l,n(x;z-)—i—%Jmﬂ,n(x;r)_%‘]m,n—l(x;z-)+x?']m,n+l(x;r)_
ﬂjmfl n-1 (X;T)+X_Jm+1 n+1(x;T)= 0. (27)
2 ’ 2t ’

Ahora, sumando (26) y (27) se obtiene, después de simplificar,

"', (x;7)+x" iJm,n (x;7)-x"J

8)(,' m,n—1 (x’ T)_zxn‘]m—l,n—l (x’ T)—

n n

%Jm_l’n(x;f)+%J

m+l,n

(x;r) =0,

dado que los dos primeros términos corresponden a - [x"Jm n (x; T)] , se obtiene entonces la relacion de
recurrencia diferencial (16).

De manera analoga multiplicando (24) y (25) por x™, se obtiene la relacion de recurrencia dife-
rencial (17).

Restando (24) de (22) se establece la relacion de recurrencia pura (18).
Sumando (22) y (24) se tiene el siguiente resultado importante que sera utilizado en la proxima
seccion,

2(men)d, ,(2)=J (r:7)+

m—1,n
X

(x;z')+J

m+l,n

(x;r)+Jm,n_l (x;r)+J

m,n+l

22:]m—l,n—l (X, T) + z Jm+1,n+1 (x’ T)' (28)
T

5. Ecuaciones diferenciales

A continuacion se presentan las ecuaciones diferenciales que satisfacen las funciones de Bessel de
dos indices y un parametro, a saber,

X 5 x OT
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1
%Jm—l,n—l (X, T) + E‘]mﬂ,nﬂ (x’ T) (29)
Jm+1 n(X,T)+ Jm n+1(x9T): {(m Sl _ij _££:|Jm n(x’z-)+
X ox x Ot
1
%Jm—l,n—l ('x’ T)_z_z_‘]mﬂ n+l (X'T). (30)
Demostracion
De (25)

i‘] ,n(‘x; 7’-) = %[Jml,n(x;r)_‘]mﬂ n(x.r)-i_‘]m n— l(x'T)_Jm n+l(x.T)+

1
TJ i 1(X'T)_;Jm+1,n+1(x37)}' (1)

Por otro lado, de (19)

) e

el cual equivale a

haciendo cambio de indices

z u V XT)—g z u V Jm 1,n— 1('x T) iz z umvn‘]mﬂ,nﬂ(x;r):o

, N=—00 m, H=—o0 m, n=—o0

de donde,

0 1
_Jm,n (.X, T) = §|:Jm—1,n—l (.X, T)+ z__z']m+l n+l (X' T):l (32)
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sustituyendo esta expresion en (28),

(m+n)

Jm,n (x’ T) = %[Jm—l,n (x’ T) + Jm+1,n (‘x’ T) + Jm,n—l (x’ T) + Jm,n+l (x’ T)]+
X

x ot

Sumando (31) y (33):

nn) ) (e L, (er)-
X ’ ox

J,

m—l,n

(‘x; T)+ Jm,n—l (x’ T) =

1 2t 0
%Jm—l,n—l (x’ T)+5Jm+l,n+l (x’ T)_%E‘jm,n(x";f)a

al agrupar finalmente se obtiene (29).

Al restar (31) de (33) se obtiene

(m - n)‘]m n(x;T)_iJm n(x; T): Jm+1 n(x; T)+Jm n+1(x; T)_EJm—l n—l('x; T)+
X ’ ox ’ ’ 2 ,

1 2t O
ZJerl,nJrl(x’T)_'_75‘]m,n('x’7)

el cual corresponde a (30).

6. Representacion grafica

En esta seccion se presentan algunas figuras que muestran el comportamiento de J,  (x;7) para

m,n
diferentes valores de m,n y 7.

De la Figura 1 se aprecia que J, ((x;7) =—J, ((—x;—7), mientras que de la Figura 2 se tiene que
J,_1(x;7) = J, ((—x;—7). Estos resultados concuerdan con lo establecido en la relacion (9).

La Figura 3 y la Figura 4 muestran claramente la relacion J, ,(x;1) =J, ,(x), y se correspon-
den con las gréficas conocidas para J,, ,(x).[16]
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Yy

04 7

Figura 1. J, (x;7) para_diferentes valores de 7

——— =1

—_3 _o—o0—7=3 _e—e— 7r—
T=—7 o—o— T =1 e—e—17r=1

y Paw

Figura 2. J, _,(x;7) para diferentes valores de 7

=-_3 —0—0— 7 =23 —e—0—_ =2
T=—7 °o—o— T =1 e—e— 7 =1

——— =1




Algunos resultados sobre la funcion de Bessel de dos indices y un pardmetro
Revista Tecnocientifica URU, N° 1 Julio - Diciembre 2011 (59 - 71)

Figura 3. Comparacion de J, , (x;1) con J(x) para diferentes valores de n

—o—o—n=1 ————n=0 —e—e—pn=-—1 —JO(.X)

05T

05T

Figura 4. Comparacion de J, , (x;1) con J,(x) para diferentes valores de n

—o—o—n=1 ———n=0 —e—e-n=-1 —J(x)
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