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Resumen
En el presente trabajo se aplica una técnica sencilla para deducir algunas sumas de series que involucran 

funciones trigonométricas. A partir de dichos resultados, se obtienen algunas identidades y se calculan algunas 
integrales definidas.
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Some series and integrals with trigonometric 
functions

Abstract
In this work a simple technique is applied to deduce sums of the series involving trigonometric functions. 

These results are used to obtain some identities and to calculate some definite integrals.
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Introducción
En un trabajo anterior, Bassali [1] obtiene algunos resultados sobre ciertas series e integrales que 

involucran δn y funciones trigonométricas, donde
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⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
En este trabajo se sigue la misma técnica usada en [1] para deducir, de manera sencilla, las sumas 

de las series
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Luego, se dan fórmulas de recurrencia que permiten ampliar los resultados.

También se obtienen valores de algunas integrales definidas con funciones trigonométricas.

Las operaciones que se realizan con las series están justificadas por la convergencia uniforme de 
las mismas.

Algunas series trigonométricas
Sean
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Usando el resultado
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las cuales son dadas en [2, pág. 736].

Derivando respecto a r en (1) y (2), se tiene que
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Efectuando las derivadas, resultan
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las cuales también aparecen en [2, pág. 737].

Obsérvese que

( )
2

20
2

2

2 2

1 1

1 cos

        cos cos

n

n

n n

n n

C n n r n
r

r n r n nr n

θ

θ θ

∞
−

=

∞ ∞
−

= =

∂
= −

∂

 = −  

∑

∑ ∑
de donde

( ) ( )
2

2 2 0
2 12

1
, cos ,n

n

CC r n r n r C r
r

θ θ θ
∞

=

∂
= = +

∂∑   (7)

De igual forma
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Efectuando, resulta
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Ahora,
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Análogamente,
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Se observa que, continuando con este proceso, es posible generalizar y obtener sumas de series 
de la forma

  

(13)

Para ello, se usará el siguiente resultado [3]:
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con

 ( ) (productos de los números 1, 1, 2,  , 1 tomados
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Es fácil ver en (14) que ak = 0. De esta manera, se tiene que
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Análogamente, se obtiene
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En las tablas No. 1 y No. 2, dadas al final del trabajo, se muestran los resultados hasta k = 5.

Si se usa la identidad

( )( ) ( )
( )

!1 2 1
!

nn n n n k
n k

− − − + =
−



queda

( )
0 ! cos

!

k
k n

k
n k

C nr r n
x n k

θ
∞

=

∂
=

∂ −∑

lo cual también puede escribirse como

 
( ) ( ) 0

0

! cos ,     1,   0
!

k
m

k
m

m k Cr m k r k
m r

θ
∞

=

+ ∂
+ = < ≥

∂∑   (17)

0, 1, 2,

Alfredo Villalobos y Glenny García
Revista Tecnocientífica URU, Nº 1 Julio - Diciembre 2011 (11 - 19)



16

Análogamente, se obtiene
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De (1) se deduce fácilmente que
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Efectuando el producto de Cauchy:
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Igualando coeficientes de las mismas potencias de r, resulta la nueva identidad trigonométrica
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de donde se obtiene
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Integrales
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se obtiene
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Las integrales (22), (23) y (24) se deducen de resultados dados en [2, pág. 414, 415].

Aplicando el mismo procedimiento en (15) y (16) resultan, respectivamente,
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los cuales son resultados más generales.

Como casos particulares, para k = 1 se obtiene
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los cuales pueden deducirse de resultados dados en [2, pág. 414, 415].
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