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Resumen

Las aplicaciones de las funciones de Bessel en diferentes campos, tales como fisica, iluminacion, procesos
multifoton, procesos de dispersion, radiacion, analisis de grandes estructuras, etc. han motivado el desarrollo de
una serie de investigaciones relativas a ellas. En este trabajo se presenta la representacion integral de la funcion
de Bessel de dos indices y un parametro, la cual es utilizada para generar varias graficas que ilustran el comporta-
miento de la funcion.

Palabras clave: Funcion de Bessel de dos indices y un parametro, representacion integral, representacion
grafica.

Integral representation of the Bessel function
of two indexes and one parameter

Abstract

The applications of the Bessel functions in various fields, such as, physics, illumination, multiphoton pro-
cess, dispersion process, radiation, incommensurate structure analysis, etc., have lead the development of a series
of investigations relative to them. In this paper the integral representation of the Bessel function of two indexes
and one parameter is presented, the same is used in order of generate various graphics which show the behavior of
the function.
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Introduccion

Las funciones especiales han tenido mucha importancia, no solamente por gozar de un desarrollo
teorico independiente, sino también por contar con innumerables aplicaciones en la matematica, en la
fisica y en la ingenieria [1]. Entre las funciones especiales mas utilizadas se encuentran las funciones de
Bessel debido a que surgen en la solucion de ecuaciones diferenciales en matematica, fisica, quimica,
ingenieria y otras ramas de la ciencia y la tecnologia, en virtud de lo cual son de suma importancia para
cientificos e ingenieros [2].

Debido a la importancia que tienen estas funciones es necesario analizarlas a fin de conocer en
detalle su comportamiento analitico el cual permite resolver una amplia variedad de problemas [1]. Di-
versos autores han realizado este tipo de estudio entre los que se encuentran: Dattolli, G., Migliorati, M.
y Srivastava, H. M. [3], Galué, L. [4,5], Galu¢, L., Khajah, H.G. y Kalla, S. L. [2], Pathan, M. A., Goyal,
A. N.y Shahwan, M. J. S. [6], Dattoli, G., Torre, A. y Carpanese, M. [7], Dattoli, G. y col. [8,9], Casti-
llo, G. y Galué, L. [10], Galué, L. y Castillo, G. [11]. En estas investigaciones se estudiaron diferentes
funciones de Bessel determinando funciones generadoras, ecuaciones diferenciales, teorema de adicion,
teoremas de multiplicacidn, teorema de Graf, relaciones de recurrencia, entre otros resultados importan-
tes para ser usados en las aplicaciones.

Ademas, varios autores han realizado estudios del comportamiento analitico de algunas funciones
de Bessel tomando en cuenta también sus aplicaciones: Reiss, H. R. y Krainov, V. P. [12] desarrollan dos
nuevas aproximaciones para las funciones de Bessel generalizadas que frecuentemente se presentan en
el tratamiento analitico de procesos de campo de iluminacion especialmente en las teorias de ionizacion
multifotén no-perturbada. Galué, L. [13] introduce las series Kapteyn para las funciones de Bessel ge-
neralizadas tomando en cuenta el uso de las series de Newman y Kapteyn en problemas especificos de
fisica. Dattoli, G. y col. [14] discuten la importancia de las funciones de Bessel generalizadas (GBF) en
procesos multifoton. Dattoli, G. y col. [15] analizan la teoria de funciones de Bessel generalizadas y su
importancia en el analisis de procesos de dispersion para los cuales la aproximacion bipolar no puede ser
usada. Dattolli, G. y col. [16] introducen las funciones de Bessel generalizadas del tipo Anger (GAF) y
discuten sus propiedades y aplicaciones en el campo de la radiacion sincroton. Paciorek, W. A. y Cha-
puis, G. [17] proponen una posible aplicacion de las funciones de Bessel generalizadas para analisis de
grandes estructuras.

Funcion de Bessel generalizada de dos indices y un parametro

La funcion de Bessel generalizada de dos indices y un parametro Jm n(x; 7) se define mediante la
funcion generadora [18] ’

X 1 1 1 T . M)
exp[;[[n—;j+[v—;]+(n[v—a]“ = m;mu Vi, (xT)

donde x es una variable real y u, v, T son parametros complejos no cero con |u|,|v|,|r| < .

Sien (1) se hace 7 =1, se obtiene

X 1 1 1 < m_.n .
23] £

donde J, ,(x;1)=J, ,(x) denota la funcién de Bessel de dos indices.
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3. Representacion integral de la funcion J,, ,(x;7)
La representacion integral de la funcion J  (x;7) estd dada por:

417 jur Iﬂ cos|[—xsend — xsenct — xsen(0 + @ + o) + m6 + nee | dOcdor -
72’4 =7 =7

J (x.e?)=

nm,n

7 : > r j” sen [—xsen@ —xseno —xsen(6@+@+a)+mb + na] doda
T —nd -7

donde x € R.

Demostracion
Usando la funcion generadora (1)

exp(%Ku—ij+(v—%)+(ruv—$ﬂj: i u™V'J, (x;7)

m,n=—o0

con

resulta X 1 1 1
A o L o 1 i(p+0+a) L _
CXP(Z |:(€ eie )"‘ (e o' j + (6 ei(¢+a+a) j:D

+00
imf@ _ina . g
Z ee™J, (x;e")

m,n=—w

Restando las identidades de Euler

exp(if) = cos @ + isent
exp(—if) = cos @ —isend
se obtienen los siguientes resultados
) 1 .
0 _ —5 = 2isend
e
ia

e —— =2isena
ela

i(p+0+a) A
e T 2isen(p+ 0+ ),

y al sustituir en (4) queda

+00

exp (xi [send + sena + sen(p+ 0 + a)]) = > &I (x;e?)

m,n
m,n=—0

3

“

)

(6)
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Usando la Serie de Fourier de f(x) en su forma compleja, [19]

f@=3c exp(mzxj )

n=-w

donde f (x) esta definida en el intervalo (— L, L) y

C, jf(x) ( ”ijdx, (8)

entonces de (6) y (7) con L =7 setiene

+00 ) )
— Z e"J, (x;e?)

n=—0

Luego de acuerdo a (8)

< ina i 1 4 . .
z e"J, (x;e”)= EI*” exp (xz [sen@ +sena +sen(0+ ¢+ a)]) exp(—im6)do,

n=—ow

y aplicando nuevamente (7) al lado izquierdo de la ecuacion anterior, se obtiene

C,=J,,x e”),
por lo tanto, de (8) resulta

J o a(x3€7) ——J

> j exp xz[sem9+sena+sen(9+(p+a)]) X
72

exp(—im@)d6 exp(—ina)da
Ahora, usando la identidad de Euler dada en (5)

J (x;€”)=

m,n

(cos [—xsenb — xsenar — xsen(0 + ¢ + o) + m6 + na | -

isen [—xsenﬁ — xsenc — xsen(0+ @+ )+ mh + na]) dda, 9)

y separando las integrales se obtiene (3).

El resultado (9) puede escribirse como

1 z
S (557) = = (cos [—xsen@ — xseno — xsen(6 + ) cos ¢ —
7z' -

xcos(0 + a)senp +mb + na | — isen [ —xsenf — xsena —

xsen(6+a)cos ¢ — x cos(f + a)senp + mé + na])d@d(z,

(10)

donde 7 =¢" = cos ¢ +iseng-
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Casos particulares:
Consideremos los siguientes casos particulares, los cuales seran de utilidad en la proxima seccion.
DSig=0=>7r=1y

1
Ar?

J (51 = J”j J.f cos[—xsend — xsencr — xsen(0 + ) + mO + na | dOd e (11)

ii)Sig=tZ=r=4iy

m

J (x;ii)zLJ.” Jw cos| —xsend — xsena — xsen| 0+ +a |+ mo+ na
" Ap? o -nd-n 2

— isen[— xsen@ — xsena — xsen[@ +—+ a] +mé + naDd@da. (12)

SR

Joul Xs——Et—i |= 2.[” J’” cos| —xsend — xsena — xsen| 0+ =+ o |+ mb+ nax
’ 22 Ar® d-ndoa 4

—isen {—xsem? — xseno —xsen(@ i%+ aj +m0l + na} dOda (13)

iv)Si g=tr=>71=-1y
1

4r?

(14)

(=) = f f cos[— xsen@ — xsena + xsen(0 +a) +mé + na]d@da.

Representacion Grafica

En esta seccion se presentan algunas figuras que muestran el comportamiento de J,, , (x;7)

para diferentes valores de m,n y 7, con —5<x<5.

Para todas las Figuras se usara la siguiente notacion: J =J, , (x;7)

Resulta interesante mencionar que la Figura 1, que muestra el comportamiento de

J_,(x1)=J_ ,(x) para diferentes valores de n, corresponde con la grafica conocida para J_, , (x)

[20].
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Figura 1. J_, (x;1) para diferentes valores de n

-1,n

r0.25

Im(J)

T-0.25




Leda Galué y Greilyn Castillo

Revista Tecnocientifica URU, N° 4 Enero - Junio 2013 (23 - 32)

29

Figura 3. J_
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(x;i) para diferentes valores de n

Figura 4. J_
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(x;—1) para diferentes valores de n
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Figura 5. J, (x;7) para diferentes valores de ¢
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