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Resumen

Este articulo estd basado en el estudio de la funcion de Wright p'Wq , la funcion hipergeométrica generalizada
pFq yelpolinomio general S ; [x] . Por ultimo, como un ejemplo de aplicacion a la funcion de Wright, se considera
el problema de obtener la solucion de la ecuacion del calor de segundo orden con condicion en la frontera de una
barra uniforme.

Palabras clave: Funcion H de Fox, funcion de Wright, la funcion pFgq ,y ecuacion de calor unidimensional.

Integrals and differential equations
involving Wright functions

Abstract

This article is based on the study of Wright’s function, hypergeometric generalized’s pFq function and
the general polynomial S : [x] . Finally as an application example of Wright function is considered the problem to
obtain the solution of the heat second-order differential equation condition, on a uniform rod.

Key words: H-Fox’s function, Wright’s function, pFq , function, one dimensional heat equation.

Introduccion

En las matematicas aplicadas tienen gran relevancia las funciones especiales, ya que estas aparecen
en la solucion de ecuaciones diferenciales. Entre la funciones especiales mas importante estan las funcio-
nes hipergeométricas: la funcion de Gauss, la funcidn hipergeométrica generalizada , F, , la funcién de
Appell, la funcion de Humbert, la funcion de Lauricella, la funcion H de Fox, [6,7], la funcion de Wright,
entre otras. Estas se encuentran en muchas aplicaciones en estadistica, teoria cuantica, ecuaciones funcio-
nales, vibracion de vigas, conduccion de calor, elasticidad, radiacion, y en general, en aplicaciones a la
ingenieria, etc. Debido a su importancia se estudian sus propiedades, desarrollos asintdticos, desarrollos
en serie, etc., a fin de obtener un estudio detallado del comportamiento analitico de tales funciones.
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El objetivo de este trabajo de investigacion es evaluar algunas integrales que envuelven algunas
funciones especiales entre ellas la funcion de Wright, la funcion pFgq y resolver la ecuacion del calor de
segundo orden unidimensional con condiciones de frontera que envuelven la funcion de Wright. Otros au-
tores han evaluado funciones integrales que involucran funciones especiales [2-10,12], y han presentado
otras generalizaciones de las funciones hipergeométricas y sus propiedades [9,11,13-19]. Una caracteris-
tica importante de la funcion de Wright pWgq [15, 19-21] es que generaliza la funcion hipergeométrica
usual , F, , lo cual hace que los resultados obtenidos de p'¥'g sean de interés.

La Funcion Hipergeométrica Generalizada de Wright

Una interesante generalizacion de la serie p'Wg fue introducida por el matematico E. M. Wright
(1935 a 1940) quien estudid la expansion asintdtica de la funcidon generalizada definida por: [13, p. 21,
No. (38)]

(al,Al),(az,Az),...,(ap,Ap);Z 5 [T Tle, +4,

p¥q AW (1)
(888, B, (B, B} |~ 5 Tt (B, + 8
donde los coeficientes, Al,Az,...,AP y BI,Bz,...,Bq son numeros reales positivos tales que: [14,
p- 21, No. (39)]
q P
1+ B —Z;Aj >0 donde 4,,B, € R
=
Si comparamos la definicion [14, p. 21, No. (40)], tenemos:
p‘{lq[(oc1 D) (e, 1) } J]orle, ) . {al,...,ap;z} o
B (B (8,0} 7 | T [T DB | BBy |
El polinomio S v [x] se define como [8, eq., (16)]
q/p
(=),
g =012, 3)
k=0 '

donde p es un entero positivo arbitrario y los coeficientes de F, , (q,k) > 0 son constantes reales o com-
plejas arbitrarias. Al especificar adecuadamente los coeficientes de F, , , el polinomio S q" [x] puede ser
reducido, a polinomios clasicos ortogonales conocidos, tales como Jacobi, Hermite, Legendre, Chebyshev
y polinomios de Laguerre.

Los siguientes resultados son obtenidos por Chaurasia [3]

w-1
J. ’ (Sen Ej sen A dx = L2 sen A2 I:(W) ; Re(w) >0 4)
0 l L 2 r[ wF A, + 1)
2
L ) A F(w)
_[ (sen —j cos de =L2"" Re(w)>0 (5)
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Integrales que involucran a la Funcion de Wright

Consideremos la siguiente integral

e A

— |d
ol 1Y (2 | ©

Usando la definicion de la funcion de Wright, dada por la ecuacion (1), se tiene

L (=2 ) |

Intercambiando el orden de integracion y la suma en base a la convergencia absoluta [1],

F(ﬂ + n) A
! j (e e (=) ()" ar (7

F(u + n)n

I~

S

n=0

:lw

~.
1
—_

Sea
1, :J.,ll(lth)zpfl(l—t)zv’l(l+tz)_p_v_2 (1=} ar.

Haciendo en esta integral el cambio de variable y realizando las operaciones respectivas, se obtiene

o NS AN Y —p-v=2ni 4V 2ni 1
I = j(ul ) (1— ) 1+( J 1—( j —du. ®)
R +u 1+u 1+u 1+u (1+u)

Luego, se tiene

L= [+ 207 (4 20020 ) 7 (L 20
-1/2
Teniendo en cuenta un nuevo cambio de variable 1+ 2u = tan @ y las operaciones respectivas, con
el cambio de limites de integracion, se obtiene

/2
[1 — 2p+v+2m—l Isenp+v+2nl—l(e)cosp+v+2m—l(0)d0

0

Luego, usando la definicion de la funcion beta, se tiene

] 2p+v+2m 1 r(p + nl)r(v + nl)
C(p +2ni +v)

©)
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Sustituyendo la ecuacion (9) en (7), se obtiene

ppvemi-l F(p + m)F(v + m)

=0 ﬁf(u . n)n! C(p +2ni +v)
J

p
CTIrG, +n)
=2p+v—lz =1

T(p +ni)T(v + ni) i
( C(p+v +2ni)
Mu, + n)n

Usando la representacion en serie para p'Pq , se tiene

(oot |

— 2p+v+2m—2 ‘ '
(p+20) g+ (u, 1)....., (uq ,1), (p+v.,2i)

dondei € N, Re(p),Re(v)>0 u; #0,-1,-2,..., i=12,..4

Evaluacion de Integrales con la Funcion de Wright

Considerando la siguiente integral

I = j J‘ (a®+ by +ey?) q{(al’Al )""’(ap’Aplci|dxdy

(BB, ) (b, B, }

e Tkl
_‘\l4ac—b2p 1 ‘I

I= .[.[ o sbyro? i = . c"dxdy.  (10)

En virtud de que la serie converge absolutamente, es posible intercambiar la suma con la integral [1]

ﬁl“(a+A n)

T(b+Bn)h!

=3

n=0

,."J-OO J‘ e (ax +bxy+cy )dxdy (11)

plem

Jj=
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Sea 1, = [ [ e )aixay,

Efectuandq la siguiente sustitucion, utilizando la definicion F(l/Z) =z , se obtiene

by du 2r
AN+ 2 L N R S 12)
N ) N ey |
Reemplazando y usando la representacion en serie de (1), se tiene
P
. HF(a + A, n)
Z =1 n
\/4610 b2 n=0 ﬁr(b+B n)n'
=1
27 (@ 4)a,. 4, ) }
=—pY¥q c| (13)
Ndac — b? |:(b1’Bl)""’(bq’Bq);

Re(a), Re(b)>0,  Re(4ac — b*) > 0.

Caso Particular

En este trabajo se obtienen, como caso particular de la integral generalizada, la siguiente integral
con funciones hipergeométricas qu(Z) :

haciendo 4, = 4, =,....= 4, =1, B, =B, =,...,= B, =1 yusando la definicién (2),

1= et el okl

2 {al), ola,} }

=‘\l4ac—b2qu (5) >( )

Re(a), Re(b) >0, Re(dac —b*)>0.

Un problema de valores iniciales con condiciones que involucran la fun-
cion de Wright

Como ejemplo de la aplicacion de la funcion Wright multivariable de la matematica aplicada, va-
mos a considerar el problema de flujo de calor en una barra uniforme con condiciones de contorno, es
decir, el problema de la conduccion de calor en la barra uniforme con la condicion Robin a temperatura
cero, con la radiacion en los extremos dentro de la media. Usando la funcién de Wright (1) y una clase de
polinomio general (3). Si el coeficiente térmico es constante y no hay ninguna fuente de energia térmica,
la u(x, t) que representa la temperatura en una varilla de longitud L, 0 <x < L,y u debe satisfacer la
ecuacion del calor.

a_u 0u

ot zyy,t>0,0<x<L (14)
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Sujeto a la condicion inicial:

b 27 A4 ),... A ?
u(x,O) = (sen %) Sy |:(sen %) :lp‘l’ql:((og ’ Bl ))’ ’ ((;p ’ Bp%(sen %) } (15) Y ala condicion de
19571 Joceeo q>“q P

frontera
%(O,t)—hu(o,t)=0, t>0, h>0 (16)
ou
5(L,t)—hu(L,t)=O, t>0, h>0 (17)

Solucionando la ecuacion (14) por el método de separacion de variables

u(x,t) = X(x)T(t)

Obteniendo las derivadas parciales y sustituyendo obtenemos dos ecuaciones diferenciales ordina-
rias lineales con coeficientes constantes y otra de variables separables cuya solucion es la siguiente

u(x,t)=[4cos(Ax)+ Bsen(Ax)e " (18)

Aplicando la condicion de frontera y realizando las operaciones respectivas se obtiene

B=h7A,i;é0 (19)

tan(AL)= (%) h#A (20)

En donde A, satisfacen (20) y son infinitos valores propios. Utilizando algunos métodos numéricos
como el de Newton, el de Punto fijo y el de Biseccidn se verifico cual de estos da una mejor aproximacion
para calcular los valores propios.

Observando el método de Newton los valores generados son muy oscilantes y no dan la mejor con-
vergencia para los valores propios de la funcion (20). El método Punto fijo inicamente muestra el punto
inicial y las demas raices no. Estos dos métodos no fueron consistentes.

El método que mostré mejores resultados para calcular los valores propios de (20) fue el de Bisec-
cion.

A continuacion se presenta un ejemplo donde se calcula el valor propio entre el intervalo [0, 0.2]
ver Fig. 1.

Resultados del método de biseccion segln la rutina de Matlab Version (7.01)
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Tabla 1.

[RG =
HokOOO\IChU‘I-hbJNl—Alg

[ I e e e i e R S
O VW oONOULL P~ WN

Valor propio

Error

1
0.15000000000000
0.12500000000000
0.11250000000000
0.11875000000000
0.12187500000000
0.12343750000000
0.12265625000000
0.12304687500000
0.12324218750000
0.12314453125000
0.12319335937500
0.12321777343750
0.12320556640625
0.12319946289063
0.12320251464844
0.12320404052734
0.12320327758789
0.12320289611816
0.12320270538330

0.05000000000000
0.02500000000000
0.01250000000000
0.00625000000000
0.00312500000000
0.00156250000000
0.00078125000000
0.00039062500000
0.00019531250000
0.00009765625000
0.00004882812500
0.00002441406250
0.00001220703125
0.00000610351563
0.00000305175781
0.00000152587891
0.00000076293945
0.00000038146973
0.00000019073486

La raiz que se obtuvo con una tolerancia de 107 es 0.12320270538330

EJEY

Figura No 1

X: 04
Y:2654

0.1

0.2 0.3 0.4

0.5

0.6 0.7 0.8

EJE X

Fig. 1. Grifica del Método de Biseccion

0.9
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Utilizando el principio de superposicion

iAn cos(4,x +ﬂisen(ﬂx) it 21)

n=l1 n

Aplicando las condiciones iniciales a la ecuacion (20) y utilizando los conceptos de ortogonalidad,
ortonormalidad para hallar 4, y las identidades trigonométricas, se obtiene el siguiente resultado:

A4, = 24, Jj[ﬂn cos(A,x)+ hsen(A,x)]

"2+ )L 2n))

X -l » X 20 (al,Al),...,(ap,Ap), X 2
2] oz ol e
Luego, usando (4) y (5), se tiene

L
I [4, cos(4,x)+ hsen(A,x)] A, cos(A,x)+ hsen(A, x)]dx
0

2 _
= v "7 (23)
0 m#n
L w-1 20
A j [4, cos(4,x)+ hsen(A, x)(senﬂj S? [senﬂj
0 L ! L

A)la, 4 ’
p‘P(]l:(al’ 1)’ ’(ap’ Pl(sen%) :ldx (24)

Aplicando las definiciones (1) y (2) en (24) se obtiene

L w—1
I [ln cos(/inx) + hsen(/lnx)(sen %j
0

(25)

[q/p](_Q) k 7 e -1
kzz;'—k!p Fq,k(senf) kZZO:’
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Intercambiando el orden de la integral y la suma en base a la convergencia absoluta, se obtiene [1]

P
y [q/p](_q)ka il;l[r(aj +A/n)i
e ek n
- kiOHF(b_/J“Bj”) '

J

I
—_

2k

L w-1 20k
_(': [4, cos(4,x)+ hsen(/lnx)(sen %} (sen %) (Sen %) dc.  (26)

Realizado las operaciones respectivas, teniendo en cuenta los resultados (5) y (6), y la representa-
cion en serie (1) en la ecuacion (26)

2L gl-q), 22,
ulx,1)= A w2k(o kzz(; X Fos [(ii +h2)L+2hJ

X [cos(/lnx)+ isen(ﬂnx)}e_”’?”’ A, cos( /1"7[] + hsen( ﬂnﬁﬂ
A I 5 5

n

% F(W+2k(0+1)) p\Pq_(al’Al )r“a(ap)Ap);l

Twt2k(o+1)+4,+1)" | (BB ) (B, B, } o7
0>0,k>0
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