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Resumen

Las funciones especiales han jugado un rol importante en el desarrollo de la Matematica pura y las teorias
fisicas, estas funciones son importantes para cientificos e ingenieros en muchas areas de aplicacion. En particular,
las funciones de Bessel son de gran interés en el compo de las funciones espaciales. Las funciones de Bessel estan
relacionadas con la teoria de potencial, procesos multifoton y en campos de radiacion y, en general, en problemas de
fisica, matematica e ingenieria. En este trabajo se introduce la definicion de la funcion de Bessel de tres variables,
dos parametros y un indice; ademas, se presentan propiedades de simetria, relaciones de recurrencia y ecuaciones
diferenciales que satisfacen estas funciones.
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Some results on Bessel function
of three variables

Abstract

Special functions have played an important roll in the development of pure mathematics and theorical
physics, these functions are important to scientists and engineers in many areas of application. In particular Bessel
functions are great interest in the field of special functions. The Bessel functions are related with potential theory,
multifoton processes, radiation fields and generally physics, mathematics and engineering problems. In this paper
the definition of the Bessel function of three variables, two parameters and one index are introduced, moreover
symmetry properties, recurrence relationships and differential equations that satisfy are presented.

Key words: Bessel functions of three variables, recurrence relationships, differential equation.
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Introduccion

Las funciones especiales son igualmente importantes para las matematicas pura y aplicada [1]. Un
tipo importante de estas funciones son las funciones de Bessel. El analisis de las funciones de Bessel ha
abierto nuevos y fascinantes escenarios debido a que permite resolver una amplia variedad de problemas,
por ejemplo, aplicacion en la solucion de ecuaciones diferenciales en matematica, en procesos multifoton
[2], en el campo de radiacion [3] y en otras ramas de la ciencia y tecnologia.

Muchos autores han definido y estudiado diferentes formas generalizadas de la funcioén de Bessel:
C. Chiccoli et al. [4], proveen una vision unificada de la teoria de las funciones de Bessel, L. Galué [5]
introduce las series Kapteyn para las funciones de Bessel, G. Dattoli et al. [6] introduce un método para
derivar familias de funciones generadoras de las funciones de Bessel, Pathan et al. [ 7] obtienen diferentes
funciones generadoras para la funcion de Bessel generalizada de dos variables y un parametro /, (x, y;7)
definida por

+o0

exp[%(t—%)+%(t2r—ti—r)] = Z " T, (x, ;7).

n== (1)

donde x, y son variables reales y ¢, 7 son parametros complejos diferentes de cero con |t

<o

Paray = (), la funcion (1) se reduce a la conocida funcion generadora de una variable de la funcion
cilindrica de Bessel /, (x), esto es
+o

exp[;(t—;)] = Z "I, (x).

S 2)

Consecuentemente, esto ha inspirado la investigacion de la funcidén de Bessel de tres variables, dos
parametros y un indice; aqui se introduce la funcion generadora, propiedades de simetria, relaciones de
recurrencia y ecuaciones diferenciales que satisfacen.

Definicion

Se introduce la funcién de Bessel generalizada de tres variables, dos parametros y un indice /, (x, y,
z;7;0 ) mediante la funcion generadora

o]

X 1 1 1
ol )+ e )+ Ko=) = 3 ennmn
= 3)

dondex, y y z son variables reales y ¢, Ty & son parametros complejos diferentes de cero con |¢

1y [d<ee.

2

Sien (3) se hace z = (,se obtiene la funcion de Bessel (1) dada por Pathan [7].

Es obvio que siy = z = 0, (3) reduce a la conocida funcion de Bessel /, (x) dada en (2).

Demostracion

Aplicando las propiedades de la exponencial del lado izquierdo de (3)



33

Ana Isolina Prieto et al.
Revista Tecnocientifica URU, N° 6 Enero - Junio 2014 (31 - 41)

a5 =)0 305-15) -
orl5o- 3~ ol )

usando (2)

0

=Y @ Y, @0 Y, 0 e
k=—0

m=—0 h=-o

0

=) ks )], 0) ], ).

m,h,k=—0

Sin=m+2h+3k,=m=n-2h-3k

= Z " Z 6K T ansk ) T ) T @)

n=-0 hk=—o0

Comparando con (3), resulta

0

T r T = ) ok, () ],0) ).
B =0 “4)

representacion en serie de /, (x, y, z;7, 0).

Propiedades de simetria de /,(x,y,z;7, §)

Las propiedades de simetria de la funcion de Bessel /, (x, y, z;7, ) pueden inferirse de la serie (4) y
de la definicion de la funcion de Bessel de primera clase de orden n [1,pag. 99 No. (5.2.2)].

he= Y, CDEREE < e

[ k'(n + k)!
=0 )

la cual satisface las propiedades de simetria

]—n (X) = (_1)}1 ]n (X) = ]n (—X) (6)

A continuacion se presentan algunas propiedades de simetria para /,(x, y, z;7, 0)
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]—n ()C, Y,z % ’%) = (_l)n]n (X, Y.z, -1, 5) = ]n (—X, -V, —Z, T, 5) (7)
]—n(x’ s Z T, 5)= (_1)}1]” (X, Y, Z, 1, _5) = ]n (—X, -, z, T, 6) (8)
Loz L =0)= (1], (5= 0= 0) =], (6.0, 5,0) ©
T
]—n (X, ) Z;ial) = (_l)n]n (x: ».z 1 5) = ]n (—X, Y,z T, _5) (10)
T 0

Se pueden calcular muchas otras relaciones de recurrencia para la funcion /, (x, y, z;7, 6 ). A conti-
nuacion se presenta la demostracion de una de ellas y de manera similar, se pueden demostrar las demas
propiedades de simetria.

Demostracion de (7)

Sustituyendo x por —x, y por —),z por —z en (41), se tiene

Ly mnd= ) o s (0, () 2
h,k=—c0
usando (6)
D, R Ly, o (O D )
hk=—o0
S )L O e (O ) @)
hk=—x0

obteniendo asi el resultado intermedio de (7),
]n (_xa -V, —Z, T, 5) = (_l)n]n (X, Y.z, T, 5)

De (4) y usando (6)

T )= ) Tk s (0 () ()
=

=-—00

= Y O et O]k ) 4 @)
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con h=-s y k=-r, se tiene

o0

- Z (T)is(a)ir ]—n72s73r (x)]s ()/) ]r (Z)

8§,7"=—00

]n (—X, -, —Z, T, 5) :]—n(xsya z, la l)
T 0

Demostrando asi la propiedad de simetria (7).

Relaciones de recurrencia

Las relaciones de recurrencia para /, (x, y, z;7, 6 ) son:

0 1

&]}1 (xa Y, Z, T, 5) = E[]nfl(xa Y.z, T, 5) _]}’H-l(xo Y,z T, 5)] (ll)
0 1 1
67]}1 (X, .25 1, 5) = E I:T ]an(x’ Y.z, 1, 5) - ?]n+2(x’ ».z, 1, 5)] (12)
0 1 1
0 0) =3 (0], s 20— Sy, T )] (13)
0 1
gln (xa Y, 2,1, 5) = % I:]an(xa Y, 251, 5) + T_2]n+2(x’ ».z, 1, 5)] (14)
0 z 1
a?]n (X,y, Z, T, 5)25[]}173()65)}’ z, T, 6)+ 5_2]n+3(x5y9 z, T, 5)] (15)

1]y 3.2 00) =3 1060, 2 7.0) + [y (63,2 7, )]

1
by [t a0+ ¢ iy 2]

3z 1 (16)
(0], a2 0 0) 4 5 a2 0)
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Demostracion de (11)
Sea w la funcion generadora dada en (3),
~en[3 (=) +3(ee-m)+3(ro-mp)] = L b
w=exp|5 1—7 5 tt—m +§ t -a5)] = "], (x,y,2;1,0).
n=-oo
(17)

Derivando w con respecto de x
ow

e300 7)) 3000 55)] - [5(-0))

esto es,

8w_w( 1)_Wt w
ox 2 =7)=

Sustituyendo w por su desarrollo en serie (17)

o0

0
o Z "], (x,y,z; 1, 0)
n=-—o0
1 o0 1 [o0]
:72 ], (27 0) - o Z ], (x, 9, 2,7, 9)
n=-00 n=-—wn
realizando cambio de indices
Z t”i] (x,v,2z;7,0)
= ax n ayaooa ) )
1
=7 Z tn]nfl (xaya z, T, 5)_ Z tn]n-‘rl (xaya VAN 5)
7n=—0 Nn=—0

Comparando se obtiene la relacion de recurrencia (11).

De manera similar se deriva w dada en (17) con respecto de las variables y y z y se obtienen, respec-
tivamente, las relaciones (12) y (13).

Demostracion de (14)

Derivando parcialmentew con respecto de 7,

2 e[ (D) 2o )+ (o -ap) [3 (2 )
R - _ - 20 _ - 3¢ 7 2 o
or exP[z t=7) o\t = )t 3\ - 55) |5\
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usando el desarrollo en serie de w dado en (17)

0

) o)
= 0 0
i n+2 1 n—2
5 ey, 25 0) + 5 1" J(X, ¥, 237, 0)
11=—00 Nn=-—00
realizando la derivada de lado izquierdo y efectuando cambio de indices
Z t" 0 I, (x 0)
— T
L 51 n s y: s Uy
n=-wn

o0 o0

N=—00 n=-—0

1
:7[ Z "] (%, ¥, 2,7, 0) + =) Z "] 0 (X, 3,23 7, 5)]

se llega a demostrar la relacion (14). Analogamente, de (17) derivando aw con respecto de 9, se obtiene (15).

Demostracion de (16)

Derivando a w con respecto a £, se tiene

R E )
o P \I—7) T\t ) TR\ T s/ |
G0 (e )+ 5 (20 5)]

U T )TNt )T\ T as
o [3(e )y (e i)+ 3 (204 55)]

s\t )ty ittt 5 0 Ty

sustituyendo w por su desarrollo en serie dado en (17),

0

0
or Z "[(x, y, 23 T, )
n=-0 " .
= X Z n . 5 + Z n—-2 . 5
2_ ! ]I’l (xayaz: T, ) t ]n(xayaza T, )
n=-% n=-0m
+ n+l . 1 n-3 .
Yt t ]n(x,y,z,r,é)-i-? t ]n(xayaz’raé)

n=-0 n=-0n

3 1
+ TZ I:é Z tn+2]n (X,y, Z1, 5)+ gz tn_4]n(xayn zZ T, 5)]

n=-—0 Nn=-—00
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Efectuando la derivada del lado izquierdo de la ecuacion, se tiene

8 [e0] 0]
a7 "], (x,y,2;7,0)= Z nt”_IIn(x, V, 2,7, 0)
n=-—on n=-ow
=) P o) =4
n=-w

donde hemos aplicado un cambio de indice.

Entonces,
X 0 ) 0 )
A=) MLGrzndt ), Plawrznd)
n=-m0 n=—ow
+ n ! n
Y1t t ]nfl(x’ya Z, T, 5)+? t ]n+3(x:~ya VANR 5)
n=-ow n=—o0
3z . ; 1 - ;
+ 7 Y Z t ]n—Q(x’ Y, Z, T, 5) + 3 Z t ]n+4(xaya Z, T, 6)
=0 n=— (18)

Comparando, y luego haciendo el cambio n=n-1,se llega a la relacion (16).

Otras relaciones de recurrencia

0
ar e 2,z 8 O =x" ], (x, v, 7 7, 0) +

%Un—l(xa Y,z T, 5) 7]n+l(xa Y, 2z, T, 5)]]
(19)

0
F 0] v,z 1, )] =y n],(x, y, 237, 9) +

|<

1
580 -— sz w0 ]
(20)
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0
5 &y, 7 ) =2 0], (%, 3, 27, 0)

z 1
2 |01a0 3,70 5 a2, 57, 0) ]

21
Demostracion de (19)
Aplicando la derivada del producto en (19), se tiene
0 n . — n—1 . n 0 .
a[x ]n(x’yazaraé)]_nx ]n(x:yoza T35)+x a?]n(x:ysz: Taé) (22)

usando (11) se obtiene (19).

Similarmente, para demostrar (20) y (21) se aplica la derivada del producto y se usan, respectiva-
mente, (12) y (13).

Ecuacion Diferencial

A continuacion se presentan una ecuacion diferencial que satisface las funciones de Bessel de tres
variables, dos pardmetros y un indice,

La funcion de Bessel /,(x,y, z;7, 0 ) satisface la ecuacion diferencial

0 0 010 0
2 _x —+x%2-n?+ —2n)+2t — |— + —2n)+ 35 —
[x a2 X g X 27 [(l 2n) + 2t 6r] e 30 [(l 2n) + 30 85]
+12 5—62 85] =0
105 00 = (23)

Demostracion de (23)

Para mostrar el resultado (23) de (16) y las relaciones de recurrencia (14) y (15), se tiene
X 0
n]n (X, Y251, 5) = 5 Un—l (X, Y,z T 5) + ]n+1 (X, T, 5)] + 21‘5 ]n(x’ Y, z2: 7 5)

0
+30——J, (x,5,27,0)
do (24)

1
Despejando 3 J1(x, v, 237, 0) conx #0
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n 1
; ]n(xayaz; T, 5)_3]}1-"-1 (xayaz; T, 5)

21 0 30 0 1
- _]n(xayaz; T, 5)__ _]n(xayoz; T, 5)=_]n71(x9yaz; 795)
x Ot X 00 2 (25)

De la relacion de recurrencia (11), (25) puede escribirse como

0 T 0 300

n
. — _+__ - .
]nfl (xayaza T, 5) [X Ox 2X or X 65]];1()5,)/,2, T, 5)

Definiendo el operador § = [ﬁ +—2— — —— —]

x Ox x Ot x 00 (26)

Despejando /. de (25)
n 2t 0 0o 0
;]n(xayaz; T, 5)_; a_‘[]n(xayaz; T, 5)_378_5]}1()(7.)/,2; T, 5)

1 1
_5]1171 (xsysz; T, 5):E]n+1 (xayaz; 7, 5)

De la relacion de recurrencia (11), se tiene

n 2t 0 o 0 0
TaGrznd= 22 320 O yz0)

X Ot x 05 ox (27)

Se define

s-[2- L, 0]
- x Ox x ot x 064
Estos operadores verifican:

S+ (]n) = ]n+1

A (]n) = In—l
Esto nos permite demostrar que /, satisface
[n -1 eri —2ri—3(5i] [n—xi—%i—?;é i] J,=0
ox or 00 Ox or 00

de la cual se obtiene (23).
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